
РОССИЙСКАЯ АКАДЕМИЯ НАУК

ДАЛЬНЕВОСТОЧНОЕ ОТДЕЛЕНИЕ

B ычислительный
Центр

НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА

ВЕСОВОГО ПРОСТРАНСТВА СОБОЛЕВА W
1

p,q
(I)

НА ВЕЩЕСТВЕННОЙ ПРЯМОЙ

Д.В. Прохоров

Препринт 2018/230

Хабаровск 2018

Вычислительный центр ДВО РАН
ул. Ким Ю Чена, 65, г. Хабаровск 680000

Тел./Факс: (4212)227469



УДК 517.51

Прохоров Д.В. Некоторые свойства весового пространства Соболева
W 1

p,q(I) на вещественной прямой. Препринт 2018/230. Хабаровск: Вычис-
лительный центр ДВО РАН, 2018, 36 с.

В работе изложены полные доказательства известных результатов для
весового пространства Соболева первого порядка на вещественной прямой.
Сформулированы и доказаны некоторые новые результаты.

Библиография — 8 наименований.
Ответственный редактор — д.ф.-м.н. Е.П. Ушакова.

UDC 517.51

Prokhorov D.V. Some properties of weighted Sobolev space W 1
p,q(I) on real

line. Research Report 2018/230. Khabarovsk: Computing Center FEB RAS,
2018, 36 p.

The paper contains complete proofs of the known results for the first-order
weighted Sobolev space on the real line. Some new results are obtained.

c© Вычислительный центр ДВО РАН, 2018



Некоторые свойства весового пространства Соболева
W

1

p,q
(I) на вещественной прямой

Д.В. Прохоров

1. Определение W 1
p,q(I)

Результаты данного раздела содержатся (частично без доказательства)
в работе [7].

1.1. Определение. Пусть I := (a, b) ⊂ R, L1 обозначает меру Лебега
на вещественной прямой, M(I) — пространство измеримых по Лебегу на I
функций f : I 7→ [−∞,∞], M+(I) — класс неотрицательных измеримых по
Лебегу на I функций, 0 < p, q ≤ ∞, ρ, v ∈ M

+(I). Обозначим через W 1
p,q(I)

пространство всех функций u ∈ L1
loc

(I), имеющих обобщенную производ-
ную Du ∈ L1

loc
(I) и у которых

‖u‖W 1
p,q(I)

:= ‖ρDu‖Lp(I) + ‖vu‖Lq(I) < ∞.

Через
◦

W 1
p,q(I) обозначим замыкание множества

◦◦

W 1
p,q(I) := {f ∈ ACloc(I)

⋂

W 1
p,q(I) : supp f компакт в I}

в W 1
p,q(I).

1.2. Лемма. Пусть I ⊂ R, 0 < p, q ≤ ∞, ρ, v ∈ M
+(I). Функция u при-

надлежит W 1
p,q(I) тогда и только тогда, когда она имеет представление

ū такое, что ū ∈ ACloc(I), ‖ρū
′‖Lp(I) + ‖vū‖Lq(I) < ∞.

Доказательство. Пусть u допускает представление ū : I → R такое,
что ū ∈ ACloc(I) и ‖ρū′‖Lp(I) + ‖vū‖Lq(I) < ∞. Применяя [4, Corollary 3.37,
page 89], получим

∫

I

ūϕ′ = −

∫

I

ū ′ϕ

для любой ϕ ∈ C1
0 (I). Таким образом, ū′ = Du и, следовательно, u ∈

W 1
p,q(I).
Обратно, предположим, что u ∈ W 1

p,q(I). Фиксируем произвольную точ-
ку Лебега x0 ∈ I функции u. Положим

ū(x) := u(x0) +

∫ x

x0

(Du)(t) dt, x ∈ I,



определив, тем самым, функцию ū : I → R. Применяя [4, Lemma 3.31, page
85] к произвольному отрезку [α, β] ⊂ I, содержащему точку x0, получим,
что ū ∈ ACloc(I) и ū′(x) = Du(x) для L1-п.в. x ∈ I. В силу [4, Corollary
3.37, page 89], имеем

∫

I

ūϕ′ = −

∫

I

ū′ϕ = −

∫

I

Du · ϕ =

∫

I

uϕ′

для любой ϕ ∈ C1
0 (I). Откуда

∫

I

(u− ū)ϕ′ = 0

для любой ϕ ∈ C1
0 (I). По [4, Lemma 7.3, page 216] u − ū константа L1-п.в.

на I. Так как x0 точка Лебега u, ū непрерывна в x0 и u(x0) = ū(x0), то
u = ū L1-п.в. на I, и, следовательно, ū суть представление u. �

1.3. Лемма. Пусть I ⊂ R, 0 < p, q ≤ ∞, ρ, v ∈ M
+(I), u ∈ W 1

p,q(I).
Тогда |u| ∈ W 1

p,q(I), ‖u‖W 1
p,q(I)

= ‖|u|‖W 1
p,q(I)

.

Доказательство. Фиксируем произвольную u ∈ W 1
p,q(I). По лем-

ме 1.2 существует представление ū функции u такое, что ū ∈ ACloc(I),
‖ρū′‖Lp(I) + ‖vū‖Lq(I) < ∞. Из неравенства треугольника и определения
ACloc(I) следует, что |ū| ∈ ACloc(I). Положим

E := {x ∈ I : ∃ū′(x), ∃|ū|′(x)}.

Так как ū, |ū| ∈ ACloc(I), то L1(I \ E) = 0. Положим

h(x) :=

{

sign(ū(x)) · ū′(x), x ∈ E,

0, x ∈ I \ E.

Функция h измерима по Лебегу, ибо sign ◦ ū борелевская. Заметим, также,
что ρh ∈ Lp(I), в силу ρū′ ∈ Lp(I). Фиксируем произвольную x ∈ E.

Пусть ū(x) = 0. Имеем

|ū|′(x) = lim
t→0

|ū(x+ t)|

t
.

С другой стороны,

lim
t→0+0

|ū(x+ t)|

t
= |ū′(x)|, lim

t→0−0

|ū(x+ t)|

t
= −|ū′(x)|.

Откуда |ū|′(x) = 0 = h(x).
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Пусть ū(x) 6= 0. Тогда из непрерывности ū в точке x существует δ > 0
такое, что sign(ū(x)) = sign(ū(x+ t)) для |t| < δ. Следовательно,

|ū|′(x) = lim
t→0

|ū(x+ t)| − |ū(x)|

t
= sign(ū(x)) lim

t→0

ū(x+ t)− ū(x)

t
= h(x).

Таким образом, ‖ρ|ū|′‖Lp(I) + ‖v|ū|‖Lq(I) < ∞. Учитывая, что |ū| есть
представление |u|, имеем |u| ∈ W 1

p,q(I) в силу леммы 1.2, и ‖u‖W 1
p,q(I)

=

‖|u|‖W 1
p,q(I)

. �

1.4. Следствие. Пусть I ⊂ R, 0 < p, q ≤ ∞, ρ, v ∈ M
+(I), u ∈

◦

W 1
p,q(I).

Тогда |u| ∈
◦

W 1
p,q(I), ‖u‖W 1

p,q(I)
= ‖|u|‖W 1

p,q(I)
.

Доказательство. Если u ∈
◦

W 1
p,q(I), то существует последователь-

ность {un}
∞
1 ⊂ W 1

p,q(I) функций, имеющих компактный носитель, такая,
что ‖u − un‖W 1

p,q(I)
→ 0 при n → ∞. По доказанному, {|un|}

∞
1 ⊂ W 1

p,q(I),

каждая |un| имеет компактный носитель, и ‖|u| − |un|‖W 1
p,q(I)

→ 0 при
n → ∞. �

1.5. Лемма. Пусть I := (a, b) ⊂ R, 1 ≤ p ≤ ∞, 0 < q ≤ ∞, ρ, v ∈

M
+(I), u ∈

◦

W 1
p,q(I), ū есть представление u, о существовании которого

говорится в лемме 1.2. Тогда
1. Если существует e ∈ I такая, что ‖ 1

ρ
‖Lp′((a,e))‖v‖Lq((a,e)) ∈ (0,∞),

то ū(a+ 0) = 0.
2. Если существует e ∈ I такая, что ‖ 1

ρ
‖Lp′((e,b))‖v‖Lq((e,b)) ∈ (0,∞),

то ū(b − 0) = 0.

Доказательство. Для φ ∈ ACloc(I)
⋂

W 1
p,q(I) и t, x ∈ I0 ⊂ I имеем

|φ(x)| ≤

∣

∣

∣

∣

∫ x

t

|φ′|

∣

∣

∣

∣

+ |φ(t)| ≤ ‖ 1
ρ
‖Lp′(I0)

‖ρφ′‖Lp(I0) + |φ(t)|. (1)

Домножая неравенство (1) на v(t) и интегрируя со степенью q по t вдоль
промежутка I0, получим

|φ(x)|‖v‖Lq(I0) ≤ c(q)‖ 1
ρ
‖Lp′(I0)

‖ρφ′‖Lp(I0)‖v‖Lq(I0)+‖vφ‖Lq(I0), x ∈ I0. (2)

При 0 < ‖v‖Lq(I0) < ∞ из (2) вытекает

sup
x∈I0

|φ(x)| ≤ c(q)
(

‖ 1
ρ
‖Lp′(I0)

+ ‖v‖−1
Lq(I0)

)

‖φ‖W 1
p,q(I0)

. (3)

Фиксируем u ∈
◦

W 1
p,q(I).
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1. Пусть существует e ∈ I такая, что ‖ 1
ρ
‖Lp′((a,e))‖v‖Lq((a,e)) ∈ (0,∞).

Тогда (‖ 1
ρ
‖Lp′((a,e)) + ‖v‖−1

Lq((a,e))) ∈ (0,∞). Фиксируем произвольное ε > 0.

Так как u ∈
◦

W 1
p,q(I), то существует ϕ ∈ ACloc(I)

⋂

W 1
p,q(I) с компактным

носителем такая, что

‖u− ϕ‖W 1
p,q(I)

< ε c(q)−1
(

‖ 1
ρ
‖Lp′((a,e)) + ‖v‖−1

Lq((a,e))

)−1

.

Выберем α ∈ (a, e) так, чтобы (a, α) ∩ suppϕ = ∅. Тогда для x ∈ (a, α)
в силу (3) выполнено

|ū(x)| = |ū(x)− ϕ(x)| ≤ c(q)
(

‖ 1
ρ
‖Lp′((a,e)) + ‖v‖−1

Lq((a,e))

)

‖u− ϕ‖W 1
p,q(I)

< ε,

то есть ū(a+ 0) = 0.
Аналогично, доказывается пункт 2. �

Имеет место следующий аналог утверждения [3, Lemma 2.6].

1.6. Лемма. Пусть X — действительное векторное пространство
функций на пространстве с мерой f : ΩX → [−∞,∞] и, аналогично, Y
действительное векторное пространство функций f : ΩY → [−∞,∞]; ‖ ·
‖X : X → [0,∞) и ‖ · ‖Y : Y → [0,∞) — (квази)полунормы; оператор T :
X → Y , c ≥ 1. Предположим, что X, Y , T , ‖ · ‖X , ‖ · ‖Y удовлетворяют
следующим условиям:

1) f ∈ X ⇒ |f | ∈ X & ‖f‖X = ‖|f |‖X ,

2) f ∈ X & α > 0 ⇒ T (αf) = αTf,

3) f1, f2 ∈ X & (0 ≤ f1(t) ≤ f2(t), t ∈ ΩX) ⇒ ‖Tf1‖Y ≤ ‖Tf2‖Y ,

4) f ∈ X ⇒ ‖Tf‖Y ≤ ‖T (|f |)‖Y ,

5) f ∈ X & ‖f‖X = 0 ⇒ ‖Tf‖Y = 0,

6) (0 ≤ fn ∈ X, ‖fn‖X = 1, n ∈ N) &

[

f(t) :=

∞
∑

n=1

1

n2cn
fn(t), t ∈ ΩX

]

⇒ f ∈ X.

Тогда существует константа C > 0 такая, что

‖Tf‖Y ≤ C‖f‖X , f ∈ X.

4



Доказательство. Предположим противное: для любого n ∈ N суще-
ствует hn ∈ X такая, что

‖Thn‖Y > n3cn‖hn‖X .

Заметим, что ‖hn‖X 6= 0 в силу свойства 5). Положим fn := |hn|/‖hn‖X ,
f(t) :=

∑∞
n=1

1
n2cn

fn(t), t ∈ ΩX . Из 1) и 6) следует, что f ∈ X . С другой
стороны, по условиям 3), 2) и 4)

‖Tf‖Y ≥ ‖T (n−2c−nfn)‖Y =
1

n2cn‖hn‖X
‖T (|hn|)‖Y > n

для любых n ∈ N. Следовательно, ‖Tf‖Y = ∞, и мы приходим к противо-
речию. �

1.7. Теорема. Пусть I ⊂ R, 1 ≤ p ≤ ∞, 0 < q ≤ ∞, ρ, v ∈ M
+(I),

‖v‖L1(I) > 0, 1
ρ
∈ Lp′

loc
(I), g ∈ M(I). Для конечности супремума

JW 1
p,q(I)

(g) := sup
f∈W 1

p,q(I)

∫

I
|fg|

‖f‖W 1
p,q(I)

необходимо и достаточно, чтобы для любой f ∈ W 1
p,q(I) выполнялось

∫

I
|fg| < ∞.

Доказательство. Очевидно, что JW 1
p,q(I)

(g) < ∞ влечет
∫

I
|fg| < ∞.

Обратно, пусть для любой f ∈ W 1
p,q(I) выполнено

∫

I
|fg| < ∞. Положим

X := W 1
p,q(I), Y := L1(I), ‖ · ‖X := ‖ · ‖W 1

p,q(I)
, ‖ · ‖Y := ‖ · ‖L1(I),

T f = fg, c = max{1, 2
1
q
−1}.

Следовательно, T : X → Y . Кроме этого, условия 2)–4) леммы 1.6 выпол-
няются. Условие 1) леммы 1.6 следует из леммы 1.3.

Так как 1
ρ
∈ Lp′

loc
(I), то ρ > 0 п.в. на I. Пусть ‖f‖W 1

p,q(I)
= 0. Тогда Df =

0, т.е. f = const п.в. на I. Более того, ‖fv‖Lq(I) = 0. Следовательно, f = 0
п.в. на I и ‖Tf‖Y = 0. Таким образом, условие 5) леммы 1.6 выполнено.

Далее, проверим условие 6) леммы 1.6. Фиксируем последовательность
{fn} ⊂ X неотрицательных функций с условием ‖fn‖X = 1. Пусть

f(t) :=

∞
∑

n=1

1

n2cn
fn(t), t ∈ I.
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Обозначим через f̄n представление fn, существующее по лемме 1.2. Поло-
жим

f̃(t) :=

∞
∑

n=1

1

n2cn
f̄n(t), t ∈ I.

Заметим, что f = f̃ п.в. на I. Кроме того, существует точка t0 ∈ I такая,
что

∞
∑

n=1

1

n2cn
|f̄n(t0)| < ∞.

В противном случае (здесь используем ‖v‖L1(I) > 0)

∞ =

∥

∥

∥

∥

v

∞
∑

n=1

1

n2cn
|f̄n|

∥

∥

∥

∥

Lq(I)

≤

∞
∑

n=1

n−2‖vf̄n‖Lq(I) ≤

∞
∑

n=1

n−2 < ∞.

Так как для произвольного отрезка [d, e] ⊂ I, содержащего t0, мы имеем
(неравенство Гельдера 1 ≤ p ≤ ∞)

∫ e

d

( ∞
∑

n=1

1

n2cn
|f̄n(t)|

)

dt =

∞
∑

n=1

1

n2cn

∫ e

d

|f̄n(t)| dt

≤
∞
∑

n=1

1

n2cn

∫ e

d

(∣

∣

∣

∣

∫ t

t0

|Dfn|

∣

∣

∣

∣

+ |f̄n(t0)|

)

dt

≤ (e− d)

∞
∑

n=1

1

n2cn

(

‖ρDfn‖Lp([d,e])‖
1
ρ
‖Lp′([d,e]) + |f̄n(t0)|

)

< ∞,

то f ∈ L1
loc

(I). Далее, для произвольного [d, e] ⊂ I выполнена оценка

∞
∑

n=1

1

n2cn
‖Dfn‖L1([d,e]) ≤

∞
∑

n=1

n−2‖ρDfn‖Lp([d,e])‖
1
ρ
‖Lp′([d,e])

≤ ‖ 1
ρ
‖Lp′([d,e])

∞
∑

n=1

n−2 < ∞.

Тогда ряд
∑∞

n=1
1

n2cn
Dfn(t) сходится для п.в. t ∈ I. Положим

E :=

{

t ∈ I :

∞
∑

n=1

1

n2cn
Dfn(t) сходится

}

,

h(t) :=











∞
∑

n=1

1

n2cn
Dfn(t), t ∈ E,

0, t ∈ I \ E.
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Заметим, что h ∈ L1
loc

(I). Фиксируем произвольную функцию ϕ ∈ C∞
0 (I).

Пусть отрезок [d, e] ⊂ I такой, что t0 ∈ (d, e) и suppϕ ⊂ (d, e). Для k ∈ N,
t ∈ I имеем

∣

∣

∣

∣

k
∑

n=1

1

n2cn
ϕ(t)Dfn(t)

∣

∣

∣

∣

≤
∞
∑

n=1

1

n2cn
|ϕ(t)Dfn(t)|,

∣

∣

∣

∣

k
∑

n=1

1

n2cn
ϕ′(t)f̄n(t)

∣

∣

∣

∣

≤
∞
∑

n=1

1

n2cn
|ϕ′(t)f̄n(t)|.

Тогда
∫

I

( ∞
∑

n=1

1

n2cn
|ϕ(t)Dfn(t)|

)

dt =

∞
∑

n=1

1

n2cn

∫

I

|ϕ(t)Dfn(t)| dt

≤ ‖ϕ‖L∞(I)‖
1
ρ
‖Lp′([d,e])

∞
∑

n=1

n−2 < ∞,

и по теореме Лебега о мажорируемой сходимости следует
∫

I

ϕh =
∞
∑

n=1

1

n2cn

∫

I

ϕDfn.

Так как
∫

I

( ∞
∑

n=1

1

n2cn
|ϕ′(t)f̄n(t)|

)

dt

≤ ‖ϕ′‖L∞(I)(d− c)

∞
∑

n=1

1

n2cn
(‖Dfn‖L1([d,e]) + |f̄n(t0)|) < ∞,

то снова по теореме Лебега о мажорируемой сходимости получаем
∫

I

ϕ′f =

∫

I

ϕ′f̃ =

∞
∑

n=1

1

n2cn

∫

I

ϕ′f̄n =

∞
∑

n=1

1

n2cn

∫

I

ϕ′fn

= −

∞
∑

n=1

1

n2cn

∫

I

ϕDfn = −

∫

I

ϕh.

Таким образом, f имеет обобщенную производную, Df = h и

‖ρDf‖Lp(I) + ‖vf‖Lq(I) ≤

∞
∑

n=1

n−2(‖ρDfn‖Lp(I) + ‖vfn‖Lq(I)) < ∞,

т.е. f ∈ X .
Утверждение теоремы следует из леммы 1.6. �
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1.8. Теорема. Пусть I ⊂ R, 1 ≤ p ≤ ∞, 0 < q ≤ ∞, ρ, v ∈ M
+(I),

‖v‖L1(I) > 0, 1
ρ
∈ Lp′

loc
(I), g ∈ M(I). Для конечности супремума

J ◦

W 1
p,q(I)

(g) := sup

f∈
◦

W 1
p,q(I)

∫

I
|fg|

‖f‖W 1
p,q(I)

необходимо и достаточно, чтобы для любой f ∈
◦

W 1
p,q(I) выполнялось

∫

I
|fg| < ∞.

Доказательство. Пусть для любой f ∈
◦

W 1
p,q(I) выполнено

∫

I
|fg| <

∞. Положим X :=
◦

W 1
p,q(I), Y := L1(I), Tf := fg, c := max{1, 2

1
q
−1}. Тогда

T : X → Y и условия 2)–4) леммы 1.6 выполнены. Условие 1) леммы 1.6
следует из следствия 1.4, условие 5) леммы 1.6 доказано в теореме 1.7.

Докажем справедливость условия 6) леммы 1.6. Фиксируем последо-
вательность {fn} ⊂ X неотрицательных функций с ‖fn‖X = 1. Пусть
f(t) :=

∑∞
n=1

1
n2cn

fn(t), t ∈ I. Как показано в теореме 1.7, f ∈ W 1
p,q(I)

и ‖f −
∑k

n=1
1

n2cn
fn‖W 1

p,q(I)
→ 0 при k → ∞. Так как {fn} ⊂

◦

W 1
p,q(I), то

f ∈
◦

W 1
p,q(I).

Утверждение теоремы следует из леммы 1.6. �

1.9. Следствие. Пусть I ⊂ R, 1 ≤ p ≤ ∞, 0 < q ≤ ∞, ρ, v ∈ M
+(I),

‖v‖L1(I) > 0, 1
ρ
∈ Lp′

loc
(I), X ∈ {

◦

W 1
p,q(I),W

1
p,q(I)}, g ∈ M(I). Тогда JX(g) <

∞ ⇔ JX(g) < ∞, где

JX(g) := sup
f∈X

|
∫

I
fg|

‖f‖W 1
p,q(I)

.

Кроме того, JX(g) = JX(|g|).

1.10. Следствие. Пусть I ⊂ R, 1 ≤ p ≤ ∞, 0 < q ≤ ∞, ρ, v ∈ M
+(I),

‖v‖L1(I) > 0, v ∈ Lq
loc

(I), 1
ρ
∈ Lp′

loc
(I), X ∈ {

◦◦

W 1
p,q(I),

◦

W 1
p,q(I),W

1
p,q(I)}, g ∈

M(I), JX(g) < ∞. Тогда g ∈ L1
loc

(I).

Доказательство. Так как JX(g) < ∞, то для любого f ∈ X выпол-
нено

∫

I
|fg| < ∞. Пусть α1, α2, β1, β2 ∈ I такие, что α1 < α2 < β2 < β1.
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Положим

ωα1,α2,β1,β2
(x) :=



























(

∫ α2

α1
ρ−p′

)−1
∫ x

α1
ρ−p′

, x ∈ (α1, α2),

1, x ∈ [α2, β2],
(

∫ β1

β2
ρ−p′

)−1
∫ β1

x
ρ−p′

, x ∈ (β2, β1),

0, x ∈ I \ (α1, β1).

(4)

Тогда ωα1,α2,β1,β2
∈ X и, следовательно,

∫ β2

α2
|g| ≤

∫

I
|ωα1,α2,β1,β2

g| < ∞. �

1.11. Замечание. Пусть I ⊂ R, 0 < p, q ≤ ∞, ρ, v ∈ M
+(I). Для

того, чтобы C1
0 (I) содержалось в W 1

p,q(I) необходимо и достаточно, чтобы
ρ ∈ Lp

loc
(I) и v ∈ Lq

loc
(I).

2. Схема Ойнарова –Отелбаева

В данном разделе дано аккуратное доказательство свойств объектов,
конструируемых схемой, разработанной в статьях [5, 1]. При этом исполь-
зованы материалы препринта [2], первый параграф которого посвящен опи-
санию этой схемы. Показано, что свойства объектов сохраняются, если
условие “ρ ∈ Lp

loc
(I)” заменить на “ρ < ∞ L1-п.в. на I”. Это позволяет

применять схему к простраствам W 1
p,q(I), не содержащим C1

0 (I) (см. заме-
чание 1.11).

2.1. Определение. Пусть I := (a, b) ⊂ R, 1 < p ≤ ∞, ρ ∈ M
+(I), ρ < ∞

L1-п.в. на I, 1
ρ

∈ Lp′

loc
(I). Заметим, что для любого промежутка I ′ ⊂ I,

L1(I ′) > 0, выполнено
∫

I′
ρ−p′

> 0. Положим (в отличие от оригинально-
го определения [5], d > 0 заменили на d ≥ 0, в результате единственное
изменение δ(x, 0) = 0, вместо δ(x, 0) = −∞)

δ(x, y) := sup

{

d ≥ 0 :

∫ x

x−d

ρ−p′

≤

∫ x+y

x

ρ−p′

, (x− d, x] ⊂ I

}

для (x, y) ∈ D := {(x′, y′) ∈ I × [0,∞] : [x′, x′ + y′) ⊂ I}. Далее, для x ∈ I
обозначим Dx := {y ∈ [0,∞) : x+ y ∈ I, (5) выполнено}, где

∫ x

x−δ(x,y)

ρ−p′

=

∫ x+y

x

ρ−p′

. (5)

2.2. Лемма. Пусть I := (a, b) ⊂ R, 1 < p ≤ ∞, ρ ∈ M
+(I), ρ < ∞

L1-п.в. на I, 1
ρ
∈ Lp′

loc
(I).
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#1. (x, y) ∈ D ⇔ (x ∈ (a, b), y ∈ [0, b − x]). δ(x, 0) = 0. Если 0 < y ≤

b − x, то 0 < δ(x, y) ≤ x − a. Если (x, y) ∈ D и
∫ x

a
ρ−p′

≥
∫ x+y

x
ρ−p′

, то
выполнено (5).

#2. Пусть x ∈ I. Dx ⊂ [0, b − x), Dx связное множество, supDx > 0.
Если supDx < b − x, то Dx = [0, supDx] и x − δ(x, supDx) = a. Если
supDx = b − x, то Dx = [0, supDx). Для пары x ∈ I, y ∈ [0, supDx]
определено выражение δ(x, y) и имеет место равенство (5).

#3. Пусть x ∈ I. Для y1, y2 ∈ [0, supDx] таких, что y1 < y2 выполнено
δ(x, y1) < δ(x, y2), δ(x, y1 + 0) = δ(x, y1), δ(x, y2 − 0) = δ(x, y2).

Доказательство. #1. Прямое следствие определения D и δ.
#2. Фиксируем x ∈ I. По определению Dx ⊂ [0, b − x). Так как (x −

δ(x, 0), x) = ∅, то 0 ∈ Dx. Dx связное множество, ибо для любого y0 ∈ Dx

и любого y ∈ (0, y0) имеем

∫ x+y

x

ρ−p′

<

∫ x+y0

x

ρ−p′

=

∫ x

x−δ(x,y0)

ρ−p′

≤

∫ x

a

ρ−p′

,

а, следовательно, выполнено равенство (5), то есть y ∈ Dx. Далее, supDx >

0, ибо в противном случае для любого y > 0 выполнено
∫ x

a
ρ−p′

<
∫ x+y

x
ρ−p′

и, следовательно,
∫ x

a
ρ−p′

= 0.

Пусть y0 := supDx < b − x. Если y0 6∈ Dx, то
∫ x

a
ρ−p′

<
∫ x+y0

x
ρ−p′

, и,

следовательно, существует y ∈ (0, y0) такой, что
∫ x

a
ρ−p′

<
∫ x+y

x
ρ−p′

. Это
противоречит тому, что Dx промежуток и y0 = supDx. Таким образом, в
этом случае Dx = [0, supDx] и x− δ(x, supDx) = a.

Пусть supDx = b − x. Тогда x + supDx = b 6∈ I и, следовательно, Dx =

[0, supDx) = [0, b − x). Однако
∫ x

a
ρ−p′

≥
∫ b

x
ρ−p′

, ибо в противном случае

существует y ∈ (0, b− x) такой, что
∫ x

a
ρ−p′

<
∫ x+y

x
ρ−p′

. Это противоречит
тому, что Dx промежуток и supDx = b− x.

Во всех случаях, [0, supDx] ⊂ [0, b− x] и, следовательно, δ(x, y) опреде-
лено для пары x ∈ I, y ∈ [0, supDx]. Кроме того, для любого y ∈ [0, supDx]
имеет место равенство (5).

#3. Фиксируем x ∈ I. Пусть y1, y2 ∈ (0, supDx] такие, что y1 < y2.
Имеем 0 < δ(x, y1) < δ(x, y2) в силу

∫ x

x−δ(x,y1)

ρ−p′

=

∫ x+y1

x

ρ−p′

<

∫ x+y2

x

ρ−p′

=

∫ x

x−δ(x,y2)

ρ−p′

.

Из монотонности функции y 7→ δ(x, y) на (0, supDx] вытекает существова-
ние односторонних пределов δ(x, y1 + 0) и δ(x, y2 − 0).

10



Для y1 < y ∈ Dx имеем

∫ x

x−δ(x,y1+0)

ρ−p′

= lim
y→y1+0

∫ x

x−δ(x,y1)

ρ−p′

= lim
y→y1+0

∫ x+y

x

ρ−p′

=

∫ x+y1

x

ρ−p′

=

∫ x

x−δ(x,y1)

ρ−p′

.

Откуда δ(x, y1 + 0) = δ(x, y1).
Аналогично,

∫ x

x−δ(x,y2−0)

ρ−p′

= lim
y→y2−0

∫ x

x−δ(x,y)

ρ−p′

= lim
y→y2−0

∫ x+y

x

ρ−p′

=

∫ x+y2

x

ρ−p′

=

∫ x

x−δ(x,y2)

ρ−p′

.

Откуда δ(x, y2 − 0) = δ(x, y2). �

2.3. Определение. Пусть I := (a, b) ⊂ R, 1 < p ≤ ∞, 0 < q ≤ ∞,

ρ, v ∈ M
+(I), ρ < ∞ L1-п.в. на I, 1

ρ
∈ Lp′

loc
(I), v ∈ Lq

loc
(I), ‖v‖L1(I) > 0. Для

x ∈ I положим

D̃x := {y ∈ Dx : ‖ 1
ρ
‖Lp′((x−δ(x,y),x+y)) ‖v‖Lq((x−δ(x,y),x+y)) ≤ 1},

d+(x) := sup D̃x, d−(x) := δ(x, d+(x)), µ−(x) := x− := x − d−(x), µ+(x) :=
x+ := x+ d+(x), ∆+(x) := [x, x+], ∆−(x) := [x−, x], ∆(x) := [x−, x+].

2.4. Лемма. Пусть I := (a, b) ⊂ R, 1 < p ≤ ∞, 0 < q ≤ ∞, ρ, v ∈

M
+(I), ρ < ∞ L1-п.в. на I, 1

ρ
∈ Lp′

loc
(I), v ∈ Lq

loc
(I), ‖v‖L1(I) > 0. Пусть

x ∈ I. Множество D̃x связное, d−(x) корректно определено, d+(x) > 0,
d−(x) > 0, a ≤ x− < x < x+ ≤ b, [0, d+(x)) ⊂ D̃x; d

+(x) ∈ D̃x ⇔ d+(x) 6=
b− x. Выполнено

∫

∆−(x)

ρ−p′

=

∫

∆+(x)

ρ−p′

, (6)

‖ 1
ρ
‖Lp′(∆(x)) ‖v‖Lq(∆(x)) ≤ 1. (7)

Доказательство. Так как 0 ∈ Dx и (x− δ(x, 0), x+0) = ∅, то 0 ∈ D̃x

и d+(x) ≥ 0. Кроме того, d+(x) ≤ supDx ≤ b − x. Поэтому d−(x) коррект-
но определено. Так как при y → +0 выполнено δ(x, y) ↓ 0 и, учитывая
локальную суммируемость с нужными степенями функций 1

ρ
, v, находим,

что d+(x) > 0. Откуда d−(x) > 0 и a ≤ x− < x < x+ ≤ b.
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Множество D̃x связное, ибо для любого y0 ∈ D̃x и y ∈ [0, y0) выполнено
y ∈ Dx и

‖ 1
ρ
‖Lp′((x−δ(x,y),x+y)) ‖v‖Lq((x−δ(x,y),x+y))

≤ ‖ 1
ρ
‖Lp′((x−δ(x,y0),x+y0))

‖v‖Lq((x−δ(x,y0),x+y0)) ≤ 1.

Следовательно, [0, d+(x)) ⊂ D̃x, и имеет место (7). Кроме того, d+(x) ∈ D̃x

⇔ d+(x) 6= b− x, ибо

1. d+(x) ∈ D̃x ⇒ d+(x) ∈ Dx ⇒ d+(x) < b− x.

2. Пусть d+(x) 6= b − x, то есть d+(x) = sup D̃x < b − x. Если supDx <
b − x, то d+(x) ∈ [0, supDx] = Dx. Если supDx = b − x, то d+(x) ∈
[0, supDx) = Dx. Учитывая неравенство ‖ 1

ρ
‖Lp′(∆(x)) ‖v‖Lq(∆(x)) ≤ 1,

имеем d+(x) ∈ D̃x.

Так как для любого y ∈ [0, supDx] выполнено (5) и d+(x) ∈ [0, supDx],
то выполнено (6). �

2.5. Определение. Обозначим a0 := inf{x ∈ I : x − d−(x) > a}, b0 :=
sup{x ∈ I : x + d+(x) < b}. Пусть e ∈ (a, b) такая, что ‖v‖Lq((a,e)) > 0 и
‖v‖Lq((e,b)) > 0. Положим

ha := ‖ 1
ρ
‖Lp′((a,e)) ‖v‖Lq((a,e)), hb := ‖ 1

ρ
‖Lp′((e,b)) ‖v‖Lq((e,b)).

2.6. Лемма. Пусть I := (a, b) ⊂ R, 1 < p ≤ ∞, 0 < q ≤ ∞, ρ, v ∈

M
+(I), ρ < ∞ L1-п.в. на I, 1

ρ
∈ Lp′

loc
(I), v ∈ Lq

loc
(I), ‖v‖L1(I) > 0. Имеют

место соотношения a < b0 ≤ b, a ≤ a0 < b, a0 ≤ b0, x+ < b для любого
x ∈ (a, b0), x

− > a для любого x ∈ (a0, b). Кроме того, b0 < b ⇔ hb < ∞;
a < a0 ⇔ ha < ∞.

Пусть q < ∞. Тогда

‖ 1
ρ
‖Lp′(∆(x)) ‖v‖Lq(∆(x)) = 1, x ∈ (a0, b0). (8)

Доказательство. Если {x ∈ I : x + d+(x) < b} 6= ∅, то a < b0 ≤ b.
Пусть {x ∈ I : x + d+(x) < b} = ∅, то есть для любого x ∈ I выполнено
x+d+(x) = b, и b0 = −∞. Тогда для любого x ∈ I выполнено supDx = b−x.

Следовательно, для любого x ∈ I выполнено
∫ x

a
ρ−p′

≥
∫ b

x
ρ−p′

. Откуда
∫ x

a
ρ−p′

= ∞, x ∈ I. Тогда ha = ∞, и существует c ∈ (a, e) такая, что
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‖ 1
ρ
‖Lp′((c,e)) ‖v‖Lq((c,e)) > 2. Заметим, что d+(c) = b−c и, следовательно, су-

ществует y ∈ (e−c, b−c) такое, что ‖ 1
ρ
‖Lp′((c−δ(c,y),c+y)) ‖v‖Lq((c−δ(c,y),c+y)) ≤

1. Получили противоречие. Таким образом, a < b0 ≤ b.
Если {x ∈ I : x − d−(x) > a} 6= ∅, то a ≤ a0 < b. Пусть для любого

x ∈ I выполнено x − d−(x) = a, то есть a0 = ∞. Тогда для любого x ∈ I

по определению δ(x, d+(x)) выполнено
∫ x

a
ρ−p′

=
∫ x+d+(x)

x
ρ−p′

≤
∫ b

x
ρ−p′

.

Откуда
∫ b

x
ρ−p′

= ∞, x ∈ I. Тогда hb = ∞, и существует c ∈ (e, b) такая,

что ‖ 1
ρ
‖Lp′((e,c)) ‖v‖Lq((e,c)) > 2. Заметим, что c − d−(c) = a и, так как при

y → d+(c)− 0 выполнено δ(c, y) ↑ d−(c), то существует y ∈ (0, d+(c)) такое,
что c − δ(c, y) < e и ‖ 1

ρ
‖Lp′((c−δ(c,y),c+y)) ‖v‖Lq((c−δ(c,y),c+y)) ≤ 1. Получили

противоречие. Таким образом, a ≤ a0 < b.
Предположим, что b0 < a0. Тогда существуют две точки x1, x2 ∈ (b0, a0).

Пусть, для определенности, x1 < x2. Имеем

∫

∆−(x1)

ρ−p′

=

∫ x1

a

ρ−p′

<

∫ x2

a

ρ−p′

=

∫ b

x2

ρ−p′

<

∫ b

x1

ρ−p′

=

∫

∆+(x1)

ρ−p′

.

Получили противоречие с (6).
Напомним, что для любого x ∈ (a, b) выполнено (7). Фиксируем x ∈

(a, b0). Из определения b0 вытекает существование числа x2 ∈ (x, b0) такого,
что x+

2 < b. Предположим, что x+ = b. Тогда d+(x) = b− x = supDx и

∫ b

x2

ρ−p′

<

∫ b

x

ρ−p′

≤

∫ x

a

ρ−p′

<

∫ x2

a

ρ−p′

.

Откуда supDx2
= b− x2 > d+(x2). Кроме того, оценка

∫ x

x−

ρ−p′

=

∫ b

x

ρ−p′

>

∫ x
+

2

x2

ρ−p′

=

∫ x2

x
−

2

ρ−p′

>

∫ x

x
−

2

ρ−p′

влечет x− < x−
2 . Выберем y ∈ (d+(x2), supDx2

) такое, что x− < x2−δ(x2, y).
Тогда

‖ 1
ρ
‖Lp′((x2−δ(x2,y),x2+y)) ‖v‖Lq((x2−δ(x2,y),x2+y)) > 1

и

‖ 1
ρ
‖Lp′(∆(x)) ‖v‖Lq(∆(x)) = ‖ 1

ρ
‖Lp′((x−,b)) ‖v‖Lq((x−,b))

≥ ‖ 1
ρ
‖Lp′((x2−δ(x2,y),x2+y)) ‖v‖Lq((x2−δ(x2,y),x2+y)) > 1.

Получили противоречие. Следовательно, x+ < b.
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Пусть x ∈ (a0, b). Из определения a0 вытекает существование числа
x1 ∈ (a0, x) такого, что x−

1 > a. Предположим, что x− = a. Тогда

∫ x
+

1

x1

ρ−p′

=

∫ x1

x
−

1

ρ−p′

<

∫ x

a

ρ−p′

=

∫ x+

x

ρ−p′

<

∫ x+

x1

ρ−p′

.

Откуда x1+ d+(x1) = x+
1 < x+. В частности, x+

1 < b, что, в силу
∫ x1

a
ρ−p′

>
∫ x

+

1

x1
ρ−p′

, влечет supDx1
> d+(x1). Пусть y ∈ (d+(x1),min{supDx1

, x+ −

x1}). Тогда

‖ 1
ρ
‖Lp′((x1−δ(x1,y),x1+y)) ‖v‖Lq((x1−δ(x1,y),x1+y)) > 1

и

‖ 1
ρ
‖Lp′(∆(x)) ‖v‖Lq(∆(x)) = ‖ 1

ρ
‖Lp′((a,x+)) ‖v‖Lq((a,x+))

≥ ‖ 1
ρ
‖Lp′((x1−δ(x1,y),x1+y)) ‖v‖Lq((x1−δ(x1,y),x1+y)) > 1.

Получили противоречие. Следовательно, x− > a.
Пусть b0 < b. Фиксируем x ∈ (b0, b). Тогда x+ = x + d+(x) = b,

d+(x) = supDx и, следовательно, ‖ 1
ρ
‖Lp′((x−,b)) ‖v‖Lq((x−,b)) ≤ 1. Так как

‖ 1
ρ
‖Lp′((x−,b)) > 0, то ‖v‖Lq((x,b)) < ∞ ⇒ ‖v‖Lq((e,b)) < ∞. Если выпол-

нено ‖ 1
ρ
‖Lp′((x−,b)) < ∞, то hb < ∞. Пусть ‖ 1

ρ
‖Lp′((x−,b)) = ∞. Тогда

при y → d+(x) − 0 выполнено
∫ x+y

x
ρ−p′

→ ∞ ⇒
∫ x

x−δ(x,y)
ρ−p′

→ ∞ ⇒

x−δ(x, y) → a. Учитывая, что при y → d+(x)−0 выполнено δ(x, y) → d−(x),
имеем x− = a и, следовательно, ‖ 1

ρ
‖Lp′((a,b)) ‖v‖Lq((a,b)) ≤ 1. Пришли к про-

тиворечию с ‖ 1
ρ
‖Lp′((a,b)) = ∞ и ‖v‖Lq((a,b)) > 0. Таким образом, hb < ∞.

Пусть hb < ∞. Тогда
∫ b

e
ρ−p′

< ∞ и ‖v‖Lq((e,b)) < ∞. Следовательно,

существует c ∈ (e, b) такая, что ‖ 1
ρ
‖Lp′((c,b)) ‖v‖Lq((c,b)) < 1. Пусть x0 ∈ (c, b)

такая, что
∫ x0

c
ρ−p′

=
∫ b

x0
ρ−p′

. Тогда supDx0
= b− x0, x0 − δ(x0, supDx0

) =

c. Учитывая ‖ 1
ρ
‖Lp′((c,b)) ‖v‖Lq((c,b)) < 1, имеем d+(x0) = b − x0. Откуда

b0 ≤ x0 < b.
Пусть a < a0. Фиксируем x ∈ (a, a0). Тогда x− = x + d−(x) = a и

‖ 1
ρ
‖Lp′((a,x+)) ‖v‖Lq((a,x+)) ≤ 1. Так как ‖ 1

ρ
‖Lp′((a,x+)) > 0, то ‖v‖Lq((a,x)) <

∞ ⇒ ‖v‖Lq((a,e)) < ∞. Если ‖ 1
ρ
‖Lp′((a,x+)) < ∞, то ha < ∞. Пусть, теперь,

‖ 1
ρ
‖Lp′((a,x+)) = ∞. Тогда при y → d+(x) − 0 выполнено

∫ x+y

x

ρ−p′

=

∫ x

x−δ(x,y)

ρ−p′

→ ∞.
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Следовательно, d+(x) = b − x и ‖ 1
ρ
‖Lp′((a,b)) ‖v‖Lq((a,b)) ≤ 1. Пришли к

противоречию с ‖ 1
ρ
‖Lp′((a,b)) = ∞ и ‖v‖Lq((a,b)) > 0. Таким образом, ha < ∞.

Пусть ha < ∞. Тогда
∫ e

a
ρ−p′

< ∞ и ‖v‖Lq((a,e)) < ∞. Следовательно,

существует c ∈ (a, e) такая, что ‖ 1
ρ
‖Lp′((a,c)) ‖v‖Lq((a,c)) < 1. Пусть x0 ∈ (a, c)

такая, что
∫ x0

a
ρ−p′

=
∫ c

x0
ρ−p′

. Тогда supDx0
= c−x0, x0−δ(x0, supDx0

) = a.

Учитывая ‖ 1
ρ
‖Lp′((a,c)) ‖v‖Lq((a,c)) < 1, имеем d+(x0) = c − x0, d−(x0) =

x0 − a. Откуда a < x0 ≤ a0.
Пусть q < ∞, (a0, b0) 6= ∅ и x ∈ (a0, b0). Предположим, что выполнено

‖ 1
ρ
‖Lp′(∆(x)) ‖v‖Lq(∆(x)) < 1. Тогда supDx = d+(x) (при q = ∞ возможен

скачок у функции y 7→ ‖v‖L∞((x−δ(x,y),x+y)) в точке y = d+(x) и в этом
случае возможно d+(x) < supDx). Так как x < b0, то x+d+(x) < b. Откуда
supDx < b − x, и, следовательно, x− = a. Получили противоречие, и, тем
самым, (8) доказано. �

Следующий пример показывает, что при q = ∞ равенство (8) может не
выполняться.

2.7. Пример. Пусть p = q = ∞ (следовательно p′ = 1), I := (0,∞),
ρ(t) := t, t ∈ I. Фиксируем x ∈ I. Для y ∈ [0,∞) выполнено x + y ∈ I

и ∞ =
∫ x

0
1
ρ

>
∫ x+y

x
1
ρ
. Откуда Dx = [0,∞). Пусть v(t) := 2χ(0,1)(t) +

1
2χ[1,e2](t) + 2χ(e2,∞)(t), t ∈ I. Тогда h0 = h∞ = ∞ и a0 = a = 0, b0 = b = ∞.

Пусть x ∈ (e, e
3
2 ]. Фиксируем y ∈ (0, e2 − x). Имеем

∫ x+y

x

1

ρ
<

∫ e2

x

1

ρ
= ln

e2

x
,

∫ x

x−(x−x2

e2
)

1

ρ
=

∫ x

x2

e2

1

ρ
= ln

e2

x
.

Откуда δ(x, y) ≤ x− x2

e2
и, следовательно,

‖ 1
ρ
‖Lp′((x−δ(x,y),x+y)) ‖v‖Lq((x−δ(x,y),x+y)) ≤

∫ e2

x2

e2

1

ρ
·
1

2
=

1

2
ln

e4

x2
< 1,

то есть y ∈ D̃x для y ∈ (0, e2 − x).
Фиксируем y ∈ (e2 − x,∞). Тогда

∫ x+y

x

1

ρ
>

∫ e2

x

1

ρ
= ln

e2

x

и, следовательно, δ(x, y) > x− x2

e2
. Тогда

‖ 1
ρ
‖Lp′((x−δ(x,y),x+y)) ‖v‖Lq((x−δ(x,y),x+y)) ≥

∫ e2

x2

e2

1

ρ
· 2 = 2 ln

e4

x2
≥ 2,
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то есть y 6∈ D̃x для y ∈ (e2 − x,∞).

Таким образом, d+(x) = e2−x, d−(x) = x− x2

e2
, ‖ 1

ρ
‖Lp′(∆(x)) ‖v‖Lq(∆(x)) =

1
2 ln

e4

x2 < 1, x ∈ (a0, b0). Кроме того, для любого x ∈ (e, e
3
2 ] выполнено

µ+(x) = e2.

Пусть x ∈ [e
1
2 , e). Фиксируем y ∈ (0, x2 − x). Имеем

∫ x+y

x

1

ρ
<

∫ x2

x

1

ρ
= lnx,

∫ x

x−(x−1)

1

ρ
=

∫ x

1

1

ρ
= lnx.

Откуда δ(x, y) ≤ x− 1 и, следовательно,

‖ 1
ρ
‖Lp′((x−δ(x,y),x+y)) ‖v‖Lq((x−δ(x,y),x+y)) ≤

∫ x2

1

1

ρ
·
1

2
= lnx < 1,

то есть y ∈ D̃x для y ∈ (0, x2 − x).
Фиксируем y ∈ (x2 − x,∞). Тогда

∫ x+y

x

1

ρ
>

∫ x2

x

1

ρ
= lnx

и, следовательно, δ(x, y) > x− 1. Тогда

‖ 1
ρ
‖Lp′((x−δ(x,y),x+y)) ‖v‖Lq((x−δ(x,y),x+y)) ≥

∫ x2

1

1

ρ
· 2 = 4 lnx ≥ 2,

то есть y 6∈ D̃x для y ∈ (x2 − x,∞).
Таким образом, d+(x) = x2 −x, d−(x) = x− 1, ‖ 1

ρ
‖Lp′(∆(x)) ‖v‖Lq(∆(x)) =

lnx < 1, x ∈ (a0, b0). Кроме того, для любого x ∈ (e
1
2 , e) выполнено µ−(x) =

1.

2.8. Лемма. Пусть I := (a, b) ⊂ R, 1 < p ≤ ∞, 0 < q ≤ ∞, ρ, v ∈

M
+(I), ρ < ∞ L1-п.в. на I, 1

ρ
∈ Lp′

loc
(I), v ∈ Lq

loc
(I), ‖v‖L1(I) > 0. Функция

µ− возрастает (при q < ∞ строго) на [a0, b)
⋂

I и непрерывна на (a0, b),
функция µ+ возрастает (при q < ∞ строго) на (a, b0]

⋂

I и непрерывна на
(a, b0). Если ha < ∞, то µ+(a − 0) = a, µ−(x) = a = µ−(a0 + 0) для всех
x ∈ (a, a0]. Если hb < ∞, то µ−(b− 0) = b, µ+(x) = b = µ+(b0 − 0) для всех

x ∈ [b0, b). Если ha = ∞, то µ+(a + 0) ≤ a∗ := inf{t ∈ I :
∫ t

a
v > 0}. Если

ha = ∞ и q < ∞, то µ+(a + 0) = a∗. Если hb = ∞, то µ−(b − 0) ≥ b∗ :=

sup{t ∈ I :
∫ b

t
v > 0}. Если hb = ∞ и q < ∞, то µ−(b− 0) = b∗. Выполнено

a∗ < b∗, и существуют α, β ∈ I такие, что α+ < β−.
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Доказательство. По определению точек a0, b0, µ
−(x) = a для x ∈

(a, a0), µ
+(x) = b для x ∈ (b0, b).

Покажем возрастание µ− на [a0, b)
⋂

I. Для этого предположим против-
ное, пусть x, z ∈ [a0, b)

⋂

I, x < z, но µ−(x) > µ−(z). В частности, µ−(x) > a.
Если µ+(z) ≤ µ+(x), то, учитывая [µ−(x), x] ⊂ (µ−(z), z),

∫ z

z−

ρ−p′

>

∫ x

x−

ρ−p′

=

∫ x+

x

ρ−p′

>

∫ z+

z

ρ−p′

,

что противоречит (6). Пусть µ+(z) > µ+(x). Тогда µ+(x) < b и [x−, x+] ⊂
(z−, z+). Предположим, что d+(x) < supDx. Тогда существует точка y ∈
(d+(x),min{supDx, z

+ − x}) такая, что z− < x− δ(x, y) < x−. При этом

‖ 1
ρ
‖Lp′((x−δ(x,y),x+y)) ‖v‖Lq((x−δ(x,y),x+y)) ≤ ‖ 1

ρ
‖Lp′(∆(z)) ‖v‖Lq(∆(z)) ≤ 1.

Получили противоречие с определением d+(x). Следовательно, supDx =
d+(x) < b− x и µ−(x) = a. Получили противоречие.

Покажем возрастание µ+ на (a, b0]
⋂

I. Для этого предположим против-
ное, пусть x, z ∈ (a, b0]

⋂

I, x < z, но µ+(x) > µ+(z). Заметим, что µ+(z) < b.
Если µ−(x) = µ−(z), то, учитывая [z, µ+(z)] ⊂ (x, µ+(x)),

∫ z+

z

ρ−p′

<

∫ x+

x

ρ−p′

=

∫ x

x−

ρ−p′

<

∫ z

z−

ρ−p′

,

что противоречит (6). Пусть µ−(z) > µ−(x). Тогда µ−(z) > a и [z−, z+] ⊂
(x−, x+). Предположим, что d+(z) < supDz. Тогда существует точка y ∈
(d+(z),min{supDz, x

+ − z}) такая, что x− < z − δ(z, y) < z−. При этом

‖ 1
ρ
‖Lp′((z−δ(z,y),z+y)) ‖v‖Lq((z−δ(z,y),z+y)) ≤ ‖ 1

ρ
‖Lp′(∆(x)) ‖v‖Lq(∆(x)) ≤ 1.

Получили противоречие с определением d+(z). Следовательно, supDz =
d+(z) < b− z и µ−(z) = a. Получили противоречие.

Пусть q < ∞, x, z ∈ [a0, b)
⋂

I, x < z и µ−(x) = µ−(z). Рассмотрим
случай x < b0. Фиксируем t ∈ (x,min{z, b0}). Если µ+(t) = µ+(z), то

∫ t

t−
ρ−p′

<

∫ z

z−

ρ−p′

=

∫ z+

z

ρ−p′

<

∫ t+

t

ρ−p′

. (9)

Получили противоречие с (6). Если µ+(t) < µ+(z), то

‖ 1
ρ
‖Lp′(∆(t)) ‖v‖Lq(∆(t)) < ‖ 1

ρ
‖Lp′(∆(z)) ‖v‖Lq(∆(z)) ≤ 1,

что противоречит (8). Случай x ≥ b0. Фиксируем t ∈ (x, z). Имеем µ−(t) =
µ−(z) и µ+(t) = µ+(z) = b. Откуда выполнено (9), что противоречит (6).
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Пусть q < ∞, x, z ∈ (a, b0]
⋂

I, x < z и µ+(x) = µ+(z). Рассмотрим
случай z > a0. Фиксируем t ∈ (max{x, a0}, z). Если µ−(t) = µ−(x), то

∫ t

t−
ρ−p′

>

∫ x

x−

ρ−p′

=

∫ x+

x

ρ−p′

>

∫ t+

t

ρ−p′

. (10)

Получили противоречие с (6). Если µ−(t) > µ−(x), то

‖ 1
ρ
‖Lp′(∆(t)) ‖v‖Lq(∆(t)) < ‖ 1

ρ
‖Lp′(∆(x)) ‖v‖Lq(∆(x)) ≤ 1,

что противоречит (8). Случай z ≤ a0. Фиксируем t ∈ (x, z). Имеем µ+(t) =
µ+(x) и µ−(t) = µ−(x) = a. Откуда выполнено (10), что противоречит (6).

Таким образом, в каждой точке x ∈ I существуют односторонние пре-
делы µ−(x − 0), µ−(x + 0), µ+(x − 0), µ+(x + 0). Кроме того, существуют
µ+(a+ 0) и µ−(b− 0).

Заметим, что для произвольных x, z ∈ I, x < z выполнено
∫ z+

x−
ρ−p′

< ∞.

В противном случае (x− = a и
∫ z

a
ρ−p′

= ∞) или (z+ = b и
∫ b

x
ρ−p′

= ∞).
В первом случае имеем a < a0 и ha = ∞, во втором b0 < b и hb = ∞. В
обоих случаях приходим к противоречию. Учитывая конечность интеграла
∫ z+

x−
ρ−p′

, запишем

∫ z

x

ρ−p′

=

∫ z

z−

−

∫ x

z−

=

∫ z

z−

−

[

∫ x

x−

−

∫ z−

x−

]

=

∫ z

z−

−

∫ x

x−

+

∫ z−

x−

,

∫ z

x

ρ−p′

=

∫ x+

x

−

∫ x+

z

=

∫ x+

x

−

[

∫ z+

z

−

∫ z+

x+

]

=

∫ x+

x

−

∫ z+

z

+

∫ z+

x+

.

Складывая, получим

2

∫ z

x

ρ−p′

=

∫ z−

x−

ρ−p′

+

∫ z+

x+

ρ−p′

. (11)

Откуда при x → z − 0 имеем

0 =

∫ µ−(z)

µ−(z−0)

ρ−p′

+

∫ µ+(z)

µ+(z−0)

ρ−p′

,

то есть µ−(z) = µ−(z− 0) и µ+(z) = µ+(z− 0), ибо для любого промежутка
I ′ ⊂ I выполнено

∫

I′
ρ−p′

> 0. Аналогично из (11) при z → x+ 0 вытекает
µ−(x) = µ−(x + 0) и µ+(x) = µ+(x + 0). Таким образом, для любой x ∈ I
выполнено µ−(x) = µ−(x− 0) = µ−(x+0) и µ+(x) = µ+(x− 0) = µ+(x+0).
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В частности, доказана непрерывность µ− на (a0, b) и µ+ на (a, b0). Кроме
того, если a0 ∈ I, то µ−(a0) = µ−(a0 − 0) = a; если b0 ∈ I, то µ+(b0) =
µ+(b0 + 0) = b.

Далее, для x ∈ I

∫ µ+(a+0)

a

ρ−p′

≤

∫ µ+(x)

a

ρ−p′

=

∫ x

a

ρ−p′

+

∫ x

µ−(x)

ρ−p′

≤ 2

∫ x

a

ρ−p′

,

∫ b

µ−(b−0)

ρ−p′

≤

∫ b

µ−(x)

ρ−p′

=

∫ b

x

ρ−p′

+

∫ µ+(x)

x

ρ−p′

≤ 2

∫ b

x

ρ−p′

.

Откуда при ha < ∞ выполнено µ+(a + 0) = a, при hb < ∞ выполнено
µ−(b− 0) = b.

Пусть ha = ∞. Предположим, что µ+(a + 0) > a∗. Тогда для любого
t ∈ (a, µ+(a+ 0)) имеем

(

∫ µ+(a+0)

µ−(t)

ρ−p′

)
1

p′
(

∫ µ+(a+0)

µ−(t)

vq

)
1
q

≤ ‖ 1
ρ
‖Lp′(∆(t)) ‖v‖Lq(∆(t)) ≤ 1.

Устремляя t → a+ 0, приходим к противоречию

∞ =

(

∫ µ+(a+0)

a

ρ−p′

)
1

p′
(

∫ µ+(a+0)

a

vq

)
1
q

≤ 1.

Пусть q < ∞, ha = ∞. Тогда a0 = a < b0 и, для любого x ∈ (a, b0) выпол-
нено (8). Если µ+(a + 0) < a∗, то для x ∈ (a, b0), у которых µ+(x) < a∗,
имеем ‖ 1

ρ
‖Lp′(∆(x)) ‖v‖Lq(∆(x)) = 0. Получили противоречие.

Пусть hb = ∞. Предположим, что µ−(b − 0) < b∗. Тогда для любого
t ∈ (µ−(b− 0), b) имеем

(

∫ µ+(t)

µ−(b−0)

ρ−p′

)
1

p′
(

∫ µ+(t)

µ−(b−0)

vq

)
1
q

≤ ‖ 1
ρ
‖Lp′(∆(t)) ‖v‖Lq(∆(t)) ≤ 1.

Устремляя t → b− 0, приходим к противоречию

∞ =

(

∫ b

µ−(b−0)

ρ−p′

)
1

p′
(

∫ b

µ−(b−0)

vq

)
1
q

≤ 1.

Пусть q < ∞, hb = ∞. Тогда a0 < b0 = b и, для любого x ∈ (a0, b) выполнено
(8). Если µ−(b − 0) > b∗, то для x ∈ (a0, b), у которых µ−(x) > b∗, имеем
‖ 1
ρ
‖Lp′(∆(x)) ‖v‖Lq(∆(x)) = 0. Получили противоречие.

19



Так как ‖v‖L1(I) > 0, то существует точка e ∈ I такая, что ‖v‖L1((a,e)) >
0 и ‖v‖L1((e,b)) > 0. По определению a∗, b∗, ‖v‖L1((a,a∗)) = 0 и ‖v‖L1((b∗,b)) =
0. Поэтому a∗ < e < b∗. Далее, µ+(I) ⊃ (a∗, b) и µ−(I) ⊃ (a, b∗). Пусть
t1 ∈ (a∗, e) и t2 ∈ (e, b∗). Выберем α ∈ (µ+)−1({t1}) и β ∈ (µ−)−1({t2}).
Тогда α+ < β−. �

2.9. Лемма. Пусть I := (a, b) ⊂ R, 1 < p ≤ ∞, 0 < q ≤ ∞, ρ, v ∈

M
+(I), ρ < ∞ L1-п.в. на I, 1

ρ
∈ Lp′

loc
(I), v ∈ Lq

loc
(I), ‖v‖L1(I) > 0. µ− ∈

ACloc((a0, b)); если −∞ < a, то µ− ∈ AC((a, β]) для любого β ∈ I; если
b < ∞, то µ− ∈ AC([α, b)) для любого α ∈ (a0, b); если −∞ < a и b < ∞,
то µ− ∈ AC(I).

µ+ ∈ ACloc((a, b0)); если b < ∞, то µ+ ∈ AC([α, b)) для любого α ∈ I;
если −∞ < a, то µ+ ∈ AC((a, β]) для любого β ∈ (a, b0); если −∞ < a и
b < ∞, то µ+ ∈ AC(I).

Доказательство. Предположим, что µ− не принадлежит простран-
ству ACloc((a0, b)). Тогда существуют [α, β] ⊂ (a0, b) и ε > 0 такие, что для
любого δ > 0 существует конечный набор непересекающихся интервалов
{(αi, βi)}

n
1 , [αi, βi] ⊂ [α, β], для которого

n
∑

i=1

(βi − αi) < δ,

n
∑

i=1

|µ−(βi)− µ−(αi)| > ε.

Не теряя общности, можно считать, что ε < β − α.
Пусть Qε семейство всех подмножеств Q ⊂ [α−, β] таких, что L1(Q) > ε.

Положим

M := inf
Q∈Qε

∫

Q

ρ−p′

.

Предположим, что M = 0. Для n ∈ N обозначим En := {x ∈ [α−, β] :
ρ(x)−p′

< 1
n
}. Предположим, что L1(En) < ε. Тогда для любого Q ∈ Qε

выполнено
L1(Q

⋂

([α−, β] \ En)) ≥ ε− L1(En),

ибо иначе

L1(Q) = L1(Q
⋂

En) + L1(Q
⋂

([α−, β] \ En)) < L1(En) + (ε− L1(En)) = ε.

Следовательно, для любого Q ∈ Qε выполнено

∫

Q

ρ−p′

≥

∫

Q
⋂

([α−,β]\En)

ρ−p′

≥
1

n
(ε− L1(En)).
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Откуда 0 = M ≥ 1
n
(ε − L1(En)). Получили противоречие. Следовательно,

L1(En) ≥ ε для любого n ∈ N. Далее L1(En) ≤ β − α− < ∞, En+1 ⊂ En.
Поэтому

L1({x ∈ [α−, β] : ρ(x)−p′

= 0}) = L1(
⋂

n∈N
En) = inf

n∈N

L1(En) ≥ ε.

Получили противоречие с условием ρ < ∞ L1-п.в. на I. Таким образом,
M > 0.

Из конечности интеграла
∫ β

α
ρ−p′

вытекает существование δ0 > 0 та-
кого, что для любого измеримого подмножества Q ⊂ [α, β], у которого
L1(Q) < δ0, выполнено

∫

Q
ρ−p′

< M
4 . По предположению, существует ко-

нечный набор непересекающихся интервалов {(αi, βi)}
n
1 , [αi, βi] ⊂ [α, β],

для которого

n
∑

i=1

(βi − αi) < δ0,

n
∑

i=1

|µ−(βi)− µ−(αi)| > ε.

В силу равенства (11), возрастания и непрерывности µ− на (a0, b) имеем

2

∫

∪n
i=1

(αi,βi)

ρ−p′

≥

∫

∪n
i=1

(α−

i ,β
−

i )

ρ−p′

=

∫

µ−(∪n
i=1

(αi,βi))

ρ−p′

.

Учитывая, что L1(∪n
i=1(αi, βi)) < δ0 и

L1(µ−(∪n
i=1(αi, βi))) =

n
∑

i=1

|µ−(βi)− µ−(αi)| > ε,

находим

1

2
M > 2

∫

∪n
i=1

(αi,βi)

ρ−p′

≥

∫

µ−(∪n
i=1

(αi,βi))

ρ−p′

≥ M.

Полученное противоречие доказывает, что µ− ∈ ACloc((a0, b)).
Пусть −∞ < a. Фиксируем β ∈ I. Покажем, что µ− ∈ AC((a, β]). Фик-

сируем произвольное ε > 0. Так как µ−(a0 + 0) = a, то существует δ0 > 0
такое, что выполнено µ−(a0 + δ0) − a < ε

2 . Если β ≤ a0 + δ0, то положим

δ := δ0. Пусть β > a0+ δ0. Тогда, как показано выше, µ− ∈ AC([a0+
δ0
2 , β]).

Следовательно, существует δ ∈ (0, δ03 ) такое, что для любого конечного на-

бора непересекающихся интервалов {(αi, βi)}
n
1 , [αi, βi] ⊂ [a0 + δ0

2 , β], для
которого

∑n
i=1(βi − αi) < δ, выполнено

∑n
i=1 |µ

−(βi)− µ−(αi)| <
ε
2 .

Фиксируем произвольный конечный набор непересекающихся интерва-
лов {(αi, βi)}

m
1 , [αi, βi] ⊂ (a, β], для которого

∑m
i=1(βi − αi) < δ. Тогда,
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учитывая монотонность µ− на I, находим

m
∑

i=1

|µ−(βi)− µ−(αi)| =
∑

i:βi≤a0+δ0

|µ−(βi)− µ−(αi)|+

+
∑

i:βi>a0+δ0

|µ−(βi)− µ−(αi)| < µ−(a0 + δ0)− a+
ε

2
< ε.

Заметим, что µ− 6∈ ACloc(I) в случае −∞ = a < a0, ибо для любого
x > a0 выполнено µ−(x) − µ−(a0) = ∞.

Пусть b < ∞. Фиксируем α ∈ (a0, b). Покажем, что µ− ∈ AC([α, b)).
Фиксируем произвольное ε > 0. Так как µ−(b − 0) ≤ b < ∞, то суще-
ствует δ0 > 0 такое, что выполнено µ−(b − 0) − µ−(b − δ0) < ε

2 . Если
α ≥ b − δ0, то положим δ := δ0. Пусть α < b − δ0. Тогда, как пока-
зано выше, µ− ∈ AC([α, b − δ0

2 ]). Следовательно, существует δ ∈ (0, δ0
3 )

такое, что для любого конечного набора непересекающихся интервалов
{(αi, βi)}

n
1 , [αi, βi] ⊂ [α, b − δ0

2 ], для которого
∑n

i=1(βi − αi) < δ, выпол-
нено

∑n
i=1 |µ

−(βi)− µ−(αi)| <
ε
2 .

Фиксируем произвольный конечный набор непересекающихся интерва-
лов {(αi, βi)}

m
1 , [αi, βi] ⊂ [α, b), для которого

∑m
i=1(βi − αi) < δ. Тогда,

учитывая монотонность µ− на I, находим

m
∑

i=1

|µ−(βi)− µ−(αi)| =
∑

i:αi≥b−δ0

|µ−(βi)− µ−(αi)|+

+
∑

i:αi<b−δ0

|µ−(βi)− µ−(αi)| < µ−(b− 0)− µ−(b − δ0) +
ε

2
< ε.

Пусть −∞ < a < b < ∞. Фиксируем произвольное ε > 0. Фикси-
руем γ1, γ2 ∈ (a0, b), γ1 < γ2. Так как µ− ∈ AC((a, γ2]), то существует
δ1 ∈ (0, γ2−γ1

3 ) такое, что для любого конечного набора непересекающихся
интервалов {(αi, βi)}

n
1 , [αi, βi] ⊂ (a, γ2], для которого

∑n
i=1(βi − αi) < δ1,

выполнено
∑n

i=1 |µ
−(βi) − µ−(αi)| <

ε
2 . Так как µ− ∈ AC([γ1, b)), то суще-

ствует δ ∈ (0, δ1) такое, что для любого конечного набора непересекающих-
ся интервалов {(αi, βi)}

n
1 , [αi, βi] ⊂ [γ1, b), для которого

∑n
i=1(βi − αi) < δ,

выполнено
∑n

i=1 |µ
−(βi)− µ−(αi)| <

ε
2 .

Фиксируем произвольный конечный набор непересекающихся интерва-
лов {(αi, βi)}

m
1 , [αi, βi] ⊂ I, для которого

∑m
i=1(βi − αi) < δ. Тогда

m
∑

i=1

|µ−(βi)− µ−(αi)| =
∑

i:βi≤γ2

|µ−(βi)− µ−(αi)|+

+
∑

i:βi>γ2

|µ−(βi)− µ−(αi)| < ε.
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Утверждения для µ+ доказываются аналогично. �

2.10. Следствие. Пусть I := (a, b) ⊂ R, 1 < p ≤ ∞, 0 < q ≤ ∞,

ρ, v ∈ M
+(I), ρ < ∞ L1-п.в. на I, 1

ρ
∈ Lp′

loc
(I), v ∈ Lq

loc
(I), ‖v‖L1(I) > 0.

Функция F : I → [0,∞] вида

F (x) :=

∫ µ+(x)

µ−(x)

ρ−p′

, x ∈ I,

принадлежит пространству ACloc(I).

Доказательство. Заметим, что

F (x) = 2

∫ x

µ−(x)

ρ−p′

= 2

∫ µ+(x)

x

ρ−p′

, x ∈ I,

в силу (6). Для x ∈ I выполнено µ−(x) < x < µ+(x), и, следовательно,
F (x) > 0.

1. Пусть ha = hb = ∞. Тогда a0 = a, b0 = b и, по лемме 2.9, µ−, µ+ ∈
ACloc(I). Фиксируем [α, β] ⊂ (a, b). Заметим, что µ−(α), µ+(β) ∈ I и F (x) =

G(µ+(x)) − G(µ−(x)), где G(t) :=
∫ t

µ−(α) ρ
−p′

, t ∈ [µ−(α), µ+(β)]. Так как

функции µ−, µ+ ∈ AC([α, β]) и возрастают, G ∈ AC([µ−(α), µ+(β)]), то
F ∈ AC([α, β]).

2. Пусть ha < ∞. Тогда для любого t ∈ (a, b) существует интеграл
∫ t

a
ρ−p′

=: G(t). Заметим, что F (x) = 2(G(x) − G(µ−(x))), x ∈ I, и G ∈
ACloc(I). Покажем, что G ◦ µ− ∈ ACloc(I). Фиксируем произвольный от-
резок [α, β] ⊂ (a, b). Если β ≤ a0, то G ◦ µ− = 0 на [α, β] и, следова-
тельно, G ◦ µ− ∈ AC([α, β]). Пусть β > a0. Фиксируем ε > 0. В силу

леммы 2.8 существует t0 ∈ (a0, β) такое, что
∫ µ−(t0)

a
ρ−p′

< ε
2 . Так как

G ∈ AC([µ−(a0+t0
2 ), µ−(β)]), µ− ∈ AC([a0+t0

2 , β]) и возрастает, то G ◦ µ− ∈
AC([a0+t0

2 , β]). Поэтому существует δ0 > 0 такое, что для любого набора
{(αj , βj)} непересекающихся интервалов таких, что [αj , βj ] ⊂ [a0+t0

2 , β] и
∑

j |βj −αj | < δ0 выполнено
∑

j |(G ◦ µ−)(βj)− (G ◦ µ−)(αj)| <
ε
2 . Выберем

δ ∈ (0,min{δ0,
t0−a0

3 }). Тогда для любого набора {(αj , βj)} непересекаю-
щихся интервалов таких, что [αj , βj ] ⊂ [α, β] и

∑

j |βj − αj | < δ выполнено
∑

j

|(G ◦ µ−)(βj)− (G ◦ µ−)(αj)|

≤
[

∑

j: [αj ,βj ]⊂(a,t0]

+
∑

j: [αj ,βj ]⊂[
a0+t0

2
,β]

]

|(G ◦ µ−)(βj)− (G ◦ µ−)(αj)|

≤

∫ µ−(t0)

a

ρ−p′

+
ε

2
< ε.
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3. Случай hb < ∞ рассматривается аналогично. �

3. Дополнительная информация о W 1
p,q(I)

Продолжено подробное доказательство фактов работы [5]. Результаты,
касающиеся плотности вложения C∞

0 (I) ⊂ W 1
p,q(I), содержаться в работе

[6]. Получены некоторые новые результаты.

3.1. Теорема. Пусть I := (a, b) ⊂ R, 1 < p < ∞, 0 < q < ∞, ρ, v ∈

M
+(I), ρ < ∞ L1-п.в. на I, 1

ρ
∈ Lp′

loc
(I), v ∈ Lq

loc
(I), ‖v‖L1(I) > 0, точка

e ∈ I выбрана так, чтобы ‖v‖L1((a,e)) > 0 и ‖v‖L1((e,b)) > 0. Пусть f ∈
W 1

p,q(I) и f̄ есть представление f , о существовании которого говорится
в лемме 1.2. Тогда

1. Если ha < ∞ и hb = ∞, то f ∈
◦

W 1
p,q(I) ⇔ f̄(a+ 0) = 0.

2. Если ha = ∞ и hb < ∞, то f ∈
◦

W 1
p,q(I) ⇔ f̄(b− 0) = 0.

3. Если ha < ∞ и hb < ∞, то f ∈
◦

W 1
p,q(I) ⇔ f̄(a+ 0) = f̄(b− 0) = 0.

4. Если ha = ∞ и hb = ∞, то f ∈
◦

W 1
p,q(I).

Доказательство. Пусть φ ∈ ACloc(I), I0 обозначает промежуток
(быть может замкнутый), лежащий в I. Для t, x ∈ I0 имеем

|φ(x)| ≤

∣

∣

∣

∣

∫ x

t

|φ′|

∣

∣

∣

∣

+ |φ(t)| ≤ ‖ 1
ρ
‖Lp′(I0)

‖ρφ′‖Lp(I0) + |φ(t)|. (12)

Домножая неравенство (12) на v(t) и интегрируя со степенью q по t вдоль
промежутка I0, получим

|φ(x)|‖v‖Lq(I0) ≤ ‖ 1
ρ
‖Lp′(I0)

‖ρφ′‖Lp(I0)‖v‖Lq(I0) + ‖vφ‖Lq(I0), x ∈ I0. (13)

Домножая неравенство (12) на ρ1−p′

(x) и интегрируя со степенью p по x
вдоль промежутка I0, получим

‖ρ1−p′

φ‖Lp(I0) ≤ ‖ 1
ρ
‖p

′−1

Lp′(I0)
(‖ 1

ρ
‖Lp′(I0)

‖ρφ′‖Lp(I0) + |φ(t)|), t ∈ I0. (14)

Пусть 0 < ‖v‖Lq(I0) < ∞. Из (13) вытекает

sup
x∈I0

|φ(x)| ≤
(

‖ 1
ρ
‖Lp′(I0)

+ ‖v‖−1
Lq(I0)

)

‖φ‖W 1
p,q(I0)

. (15)

При ‖ 1
ρ
‖Lp′(I0)

= ‖v‖−1
Lq(I0)

из (13) следует более точная оценка

sup
x∈I0

|φ(x)| ≤ ‖ 1
ρ
‖Lp′(I0)

‖φ‖W 1
p,q(I0)

, (16)
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а, также, имеет место оценка

‖ρ1−p′

φ‖Lp(I0) ≤ ‖ 1
ρ
‖p

′−1

Lp′(I0)
sup
x∈I0

|φ(x)| ≤ ‖ 1
ρ
‖p

′

Lp′(I0)
‖φ‖W 1

p,q(I0)
. (17)

Фиксируем f ∈
◦

W 1
p,q(I). В силу леммы 1.5 при ha < ∞ выполнено

f̄(a+ 0) = 0, при hb < ∞ имеем f̄(b− 0) = 0.
Пусть α1, α2, β1, β2 ∈ I такие, что α1 < α2 < β2 < β1, и функция

ωα1,α2,β1,β2
определена равенством (4). Фиксируем функцию f ∈ W 1

p,q(I).

Тогда ωα1,α2,β1,β2
f̄ ∈ ACloc(I), supp(ωα1,α2,β1,β2

f̄) компакт в I, и справед-
лива оценка

‖f − ωα1,α2,β1,β2
f̄‖W 1

p,q(I)

= ‖v(1− ωα1,α2,β1,β2
)f̄‖Lq(I) + ‖ρ((1− ωα1,α2,β1,β2

)f̄)′‖Lp(I)

≤ ‖vf‖Lq((a,α2)∪(β2,b)) + ‖ρDf‖Lp((a,α2)∪(β2,b))+

+ ‖ρ(1− ωα1,α2,β1,β2
)′f̄‖Lp((α,α2)∪(β2,β))

= ‖f‖W 1
p,q((a,α2)∪(β2,b)) +

[

∫ α2

α1
ρ−p′

]−1

‖ρ1−p′

f̄‖Lp((α1,α2))+

+
[

∫ β1

β2
ρ−p′

]−1

‖ρ1−p′

f̄‖Lp((β2,β1)). (18)

1. Пусть ha < ∞, hb = ∞ и f̄(a+0) = 0. Фиксируем произвольное ε > 0.
Выберем α3, β3 ∈ I так, чтобы a3 < b3 и ‖f‖W 1

p,q((a,α3)∪(β3,b)) < ε
5 . Пусть

α2 ∈ (a, α3). Применяя (14) к I0 := (a, α2), находим

‖ρ1−p′

f̄‖Lp((a,α2)) ≤
[

∫ α2

a
ρ−p′

]

‖ρf̄ ′‖Lp((a,α2))+
[

∫ α2

a
ρ−p′

]
1
p

|f̄(t)|, t ∈ (a, α2).

Откуда при t → a+ 0 получим

‖ρ1−p′

f̄‖Lp((a,α2)) ≤
[

∫ α2

a
ρ−p′

]

‖ρf̄ ′‖Lp((a,α2)).

Выберем α1 ∈ (a, α2) так, чтобы
∫ α2

α1
ρ−p′

= 1
2

∫ α2

a
ρ−p′

. Тогда

[

∫ α2

α1
ρ−p′

]−1

‖ρ1−p′

f̄‖Lp((α1,α2)) ≤ 2

[
∫ α2

a

ρ−p′

]−1

‖ρ1−p′

f̄‖Lp((a,α2))

≤ 2‖ρf̄ ′‖Lp((a,α3)).

Возможны два случая:
∫ b

β3
ρ−p′

= ∞,
∫ b

β3
ρ−p′

< ∞.
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Случай
∫ b

β3
ρ−p′

= ∞. Пусть β2 ∈ (β3, b). Выберем β1 ∈ (β2, b) так, чтобы
[

∫ β1

β2
ρ−p′

]− 1

p′

|f̄(β2)| < ‖ρf̄ ′‖Lp((β3,b)). Тогда, применяя (14) к I0 := (β2, β1),
находим

‖ρ1−p′

f̄‖Lp((β2,β1)) ≤
[

∫ β1

β2
ρ−p′

]

‖ρf̄ ′‖Lp((β2,β1)) +
[

∫ β1

β2
ρ−p′

]
1
p

|f̄(β2)|.

Откуда

[

∫ β1

β2
ρ−p′

]−1

‖ρ1−p′

f̄‖Lp((β2,β1)) ≤ ‖ρf̄ ′‖Lp((β2,β1)) +

[

∫ β1

β2

ρ−p′

]− 1

p′

|f̄(β2)|

< 2‖ρf̄ ′‖Lp((β3,b)).

Случай
∫ b

β3
ρ−p′

< ∞. Тогда, учитывая hb = ∞, имеем b∗ = b. Следова-

тельно, µ−(b − 0) = µ+(b − 0) = b. Выберем β ∈ I так, чтобы (β−, β+) ⊂
(β3, b). Применяя (17) к I0 := (β−, β+), получим

‖ρ1−p′

f̄‖Lp(∆(β)) ≤
[

∫

∆(β)
ρ−p′

]

‖f‖W 1
p,q(∆(β)).

Положим β2 := β−, β1 := β+. Тогда

[

∫ β1

β2
ρ−p′

]−1

‖ρ1−p′

f̄‖Lp((β2,β1)) ≤ ‖f‖W 1
p,q((β2,β1)) ≤ ‖f‖W 1

p,q((β3,b)).

В обоих случаях (18) влечет

‖f − ωα1,α2,β1,β2
f̄‖W 1

p,q(I)
≤ 5‖f‖W 1

p,q((a,α3)∪(β3,b)) < ε.

Таким образом, f ∈
◦

W 1
p,q(I).

Утверждения 2–4 доказываются аналогично. �

3.2. Следствие. Пусть I := (a, b) ⊂ R, 1 < p < ∞, 0 < q < ∞,

ρ, v ∈ M
+(I), ρ < ∞ L1-п.в. на I, 1

ρ
∈ Lp′

loc
(I), v ∈ Lq

loc
(I), ‖v‖L1(I) >

0, точка e ∈ I выбрана так, чтобы ‖v‖L1((a,e)) > 0 и ‖v‖L1((e,b)) > 0.
Пусть f ∈ W 1

p,q(I) и f̄ есть представление f , о существовании которого
говорится в лемме 1.2. Пусть α, β ∈ I такие, что α < β. Положим

ηa(x) :=















1, x ∈ (a, α],
∫

β

x
ρ−p′

∫
β

α
ρ−p′

, x ∈ (α, β),

0, x ∈ I \ [β, b);

ηb(x) :=















0, x ∈ I \ (a, α]
∫

x

α
ρ−p′

∫
β

α
ρ−p′

, x ∈ (α, β),

1, x ∈ [β, b).
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Тогда
0. В случае

∫ e

a
ρ−p′

< ∞ существует конечный предел f̄(a+0), в случае
∫ b

e
ρ−p′

< ∞ существует конечный предел f̄(b− 0) (утверждение справед-
ливо для 1 < p ≤ ∞, 0 < q ≤ ∞).

1. Если ha < ∞ и hb = ∞, то W 1
p,q(I) =

◦

W 1
p,q(I) + {ληa : λ ∈ R}.

2. Если ha = ∞ и hb < ∞, то W 1
p,q(I) =

◦

W 1
p,q(I) + {γηb : γ ∈ R}.

3. Если ha < ∞ и hb < ∞, то W 1
p,q(I) =

◦

W 1
p,q(I)+{ληa+γηb : λ, γ ∈ R}.

4. Если ha = ∞ и hb = ∞, то W 1
p,q(I) =

◦

W 1
p,q(I).

Доказательство. 0. Так как f̄ ∈ ACloc(I), то для любых x, t ∈ I0 ⊂ I
выполнено

|f̄(t)− f̄(x)| =

∣

∣

∣

∣

∫ t

x

f̄ ′

∣

∣

∣

∣

≤ ‖ρf̄ ′‖Lp(I0)‖
1
ρ
‖Lp′(I0)

≤ ‖f‖W 1
p,q(I)

‖ 1
ρ
‖Lp′(I0)

. (19)

Пусть
∫ e

a
ρ−p′

< ∞ (в частности, это выполнено при ha < ∞). Тогда выпол-

нено lim
d→a+

‖ 1
ρ
‖Lp′((a,d)) = 0. Откуда, учитывая (19) с I0 = (a, d), вытекает

выполнение критерия Коши существования предела f̄(a+ 0). Аналогично

доказывается существование f̄(b − 0) при
∫ b

e
ρ−p′

< ∞ (в частности, при
hb < ∞).

Заметим, что при ha < ∞ выполнено ηa ∈ W 1
p,q(I), при hb < ∞ выпол-

нено ηb ∈ W 1
p,q(I), ибо ηa, ηb ∈ ACloc(I) и

‖ηa‖W 1
p,q(I)

≤ ‖v‖Lq((a,β)) + ‖ 1
ρ
‖−1
Lp′((α,β))

< ∞, при ha < ∞,

‖ηb‖W 1
p,q(I)

≤ ‖v‖Lq((α,b)) + ‖ 1
ρ
‖−1

Lp′((α,β))
< ∞, при hb < ∞.

Поэтому в каждом утверждении 1–4 правая часть равенства содержится в
левой части.

Пусть ha < ∞, hb = ∞. Фиксируем произвольную f ∈ W 1
p,q(I). В си-

лу 0, существует предел f̄(a + 0) =: λ. Положим f0 := f̄ − ληa. Тогда

f0 ∈ ACloc(I)
⋂

W 1
p,q(I) и f0(a + 0) = 0. По теореме 3.1, f0 ∈

◦

W 1
p,q(I), и

утверждение 1 доказано.
Утверждения 2, 3 доказываются аналогично, 4 следует из пункта 4 тео-

ремы 3.1. �

3.3. Лемма. Пусть I := (a, b) ⊂ R, 1 < p < ∞, 0 < q < ∞, ρ, v ∈

M
+(I), ρ < ∞ L1-п.в. на I, 1

ρ
∈ Lp′

loc
(I), v ∈ Lq

loc
(I), ‖v‖L1(I) > 0, a0 < b0.
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Пусть f ∈ W 1
p,q(I) и f̄ есть представление f , о существовании которого

говорится в лемме 1.2. Положим

ω(x) :=











(
∫ a0

a
ρ−p′

)−1
∫ x

a
ρ−p′

, x ∈ (a, a0),

1, x ∈ [a0, b0]
⋂

I,

(
∫ b

b0
ρ−p′

)−1
∫ b

x
ρ−p′

, x ∈ (b0, b),

и f0 := ωf̄ . Тогда f0 ∈
◦

W 1
p,q(I), ‖f0‖W 1

p,q(I)
≤ 5‖f‖W 1

p,q(I)
и f = f0 на

[a0, b0]
⋂

I.

Доказательство. Имеем f0 ∈ ACloc(I), f0(a + 0) = 0 при ha < ∞,
f0(b − 0) = 0 при hb < ∞. Так как |f0| ≤ |f̄ |, то ‖vf0‖Lq(I) ≤ ‖vf‖Lq(I).
Кроме того, f ′

0 = ω′f̄ + ωf̄ ′ и ‖ρωf̄ ′‖Lp(I) ≤ ‖ρf̄ ′‖Lp(I). Далее, для L1-п.в.
x ∈ I выполнено

ω′(x) =











(
∫ a0

a
ρ−p′

)−1ρ−p′

(x), x ∈ (a, a0),

0, x ∈ (a0, b0),

−(
∫ b

b0
ρ−p′

)−1ρ−p′

(x), x ∈ (b0, b).

Положим K(x) := ‖ 1
ρ
‖Lp′(∆(x))‖v‖Lq(∆(x)), x ∈ I. Пусть c ∈ (a0, b0). Тогда

a < c− и c+ < b. В случае ha < ∞ имеем 1
ρ
∈ Lp′

((a, c+)) и v ∈ Lq((a, c+)),

и, следовательно, K непрерывна на (a, c). Учитывая равенство K(x) = 1
при x ∈ (a0, b0), получаем K(a0) = 1. В частности, 0 < ‖ 1

ρ
‖Lp′(∆(a0))

< ∞,

0 < ‖v‖Lq(∆(a0)) < ∞. Аналогично, при hb < ∞ выполнено K(b0) = 1 и

0 < ‖ 1
ρ
‖Lp′(∆(b0))

< ∞, 0 < ‖v‖Lq(∆(b0)) < ∞. Применяя (17) к I0 = ∆(a0) и

I0 = ∆(b0), получим

‖ρ1−p′

f̄‖Lp(∆(a0)) ≤ ‖ 1
ρ
‖p

′

Lp′(∆(a0))
‖f‖W 1

p,q(∆(a0)),

‖ρ1−p′

f̄‖Lp(∆(b0)) ≤ ‖ 1
ρ
‖p

′

Lp′(∆(b0))
‖f‖W 1

p,q(∆(b0)).

Откуда

‖ρω′f̄‖Lp(I) ≤ 2(‖f‖W 1
p,q(∆(a0)) + ‖f‖W 1

p,q(∆(b0))) ≤ 4‖f‖W 1
p,q(I)

.

Таким образом, ‖f0‖W 1
p,q(I)

≤ 5‖f‖W 1
p,q(I)

. Что, в силу теоремы 3.1, влечет

f0 ∈
◦

W 1
p,q(I). �

Пусть g ∈ M(I). Обозначим

A1(g) :=

[

∫ a0

a

ρ−p′

(t)

∣

∣

∣

∣

∫ t

a

g

∣

∣

∣

∣

p′

dt

]

1

p′

, A2(g) :=





∫ b

b0

ρ−p′

(t)

∣

∣

∣

∣

∣

∫ b

t

g

∣

∣

∣

∣

∣

p′

dt





1

p′

,
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A3(g) :=

(

∫ b

a

vq

)− 1
q
∣

∣

∣

∣

∣

∫ b

a

g

∣

∣

∣

∣

∣

.

3.4. Теорема. Пусть I := (a, b) ⊂ R, 1 < p < ∞, 0 < q < ∞, ρ, v ∈

M
+(I), ρ < ∞ L1-п.в. на I, 1

ρ
∈ Lp′

loc
(I), v ∈ Lq

loc
(I), ‖v‖L1(I) > 0, a0 < b0,

g ∈ M(I). Для конечности JW 1
p,q(I)

(g) необходимо и достаточно, чтобы

g ∈ L1
loc

(I) и A1(|g|) +A2(|g|) + J ◦

W 1
p,q(I)

(g) < ∞. При этом

JW 1
p,q(I)

(g) ≈ A1(|g|) +A2(|g|) + J ◦

W 1
p,q(I)

(g). (20)

Доказательство. В силу следствия 1.10, далее считаем, что g ∈
L1

loc
(I).

Если a = a0 и b = b0, то W 1
p,q(I) =

◦

W 1
p,q(I) и (20) выполнено. Пусть

a < a0 или b0 < b.
Оценка сверху. Пусть A1(|g|)+A2(|g|)+J ◦

W 1
p,q(I)

(g) < ∞. Из конечности

A1(|g|) + A2(|g|) и g ∈ L1
loc

(I) вытекает
∫

(a,a0)∪(b0,b)
|g| < ∞. Фиксируем

произвольную f ∈ W 1
p,q(I). Пусть f0 ∈

◦

W 1
p,q(I) строится по f как в лемме

3.3. Запишем

∫ b

a

f |g| =

∫ a0

a

f |g|+

∫ b0

a0

f |g|+

∫ b

b0

f |g|

=

∫ a0

a

[

−

∫ a0

x

f̄ ′ + f̄(a0)

]

|g(x)|dx +

∫ b0

a0

f0|g|+

∫ b

b0

[
∫ x

b0

f̄ ′ + f̄(b0)

]

|g(x)|dx

= −

∫ a0

a

f̄ ′(t)

(
∫ t

a

|g|

)

dt+ f̄(a0)

∫ a0

a

|g|+

∫ b0

a0

f0|g|+

+

∫ b

b0

f̄ ′(t)

(

∫ b

t

|g|

)

dt+ f̄(b0)

∫ b

b0

|g|,

где перестановка интегралов оправдана в силу оценок

∫ a0

a

|f̄ ′(t)|

(
∫ t

a

|g|

)

dt ≤ A1(|g|)‖ρf̄
′‖Lp((a,a0)) < ∞,

∫ b

b0

|f̄ ′(t)|

(

∫ b

t

|g|

)

dt ≤ A2(|g|)‖ρf̄
′‖Lp((b0,b)) < ∞.
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Имеем

f̄(a0)

∫ a0

a

|g| =

∫ a0

a

f ′
0 ·

∫ a0

a

|g|

=

∫ a0

a

f ′
0(t)

(
∫ t

a

|g|

)

dt+

∫ a0

a

f ′
0(t)

(
∫ a0

t

|g|

)

dt

=

∫ a0

a

f ′
0(t)

(
∫ t

a

|g|

)

dt+

∫ a0

a

|g(x)|

(
∫ x

a

f ′
0

)

dx

=

∫ a0

a

f ′
0(t)

(
∫ t

a

|g|

)

dt+

∫ a0

a

f0|g|.

Аналогично,

f̄(b0)

∫ b

b0

|g| = −

∫ b

b0

f ′
0(t)

(

∫ b

t

|g|

)

dt+

∫ b

b0

f0|g|.

Таким образом,

∫ b

a

f |g|

=

∫ a0

a

(f ′
0(t)− f̄ ′(t))

(
∫ t

a

|g|

)

dt+

∫ b

b0

(f̄ ′(t)− f ′
0(t))

(

∫ b

t

|g|

)

dt+

∫ b

a

f0|g|.

Откуда,

∫ b

a

|fg| ≤ A1(|g|)‖ρ(|f |
′
0 −

¯|f |
′
)‖Lp((a,a0)) +A2(|g|)‖ρ( ¯|f |

′
− |f |′0)‖Lp((b0,b))+

+ J ◦

W 1
p,q(I)

(|g|)‖f0‖W 1
p,q(I)

.

[

A1(|g|) +A2(|g|) + J ◦

W 1
p,q(I)

(|g|)

]

‖f‖W 1
p,q(I)

.

Оценка снизу. Пусть JW 1
p,q(I)

(g) < ∞. В силу следствия 3.2 при a <

a0 пространству W 1
p,q(I) принадлежит функция ηa. Поэтому конечность

JW 1
p,q(I)

(g) влечет g ∈ L1((a, a0)). Аналогично, g ∈ L1((b0, b)) при b0 < b.

Что влечет конечность констант A1(|g|), A2(|g|).
Используем тестовые функции F1, F2 ∈ W 1

p,q(I) вида

F1(x) := χ(a,a0)(x)

∫ a0

x

ρ−p′

(t)

(
∫ t

a

|g|

)p′−1

dt,

F2(x) := χ(b0,b)(x)

∫ x

b0

ρ−p′

(t)

(

∫ b

t

|g|

)p′−1

dt.
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Имеем
∫ b

a

F1|g| =

∫ a0

a

ρ−p′

(t)

(
∫ t

a

|g|

)p′

dt = A1(|g|)
p′

,

∫ b

a

F2|g| =

∫ b

b0

ρ−p′

(t)

(

∫ b

t

|g|

)p′

dt = A2(|g|)
p′

.

Кроме того,

‖F ′
1ρ‖

p

Lp(I) =

∫ a0

a

ρp(x)

[

ρ−p′

(x)

∣

∣

∣

∣

∫ x

a

|g|

∣

∣

∣

∣

p′−1
]p

dx = A1(|g|)
p′

и, в силу неравенства Гёльдера,

‖F1v‖
q

Lq(I) =

∫ a0

a

vq(x)

(

∫ a0

x

ρ−p′

(t)

∣

∣

∣

∣

∫ t

a

|g|

∣

∣

∣

∣

p′−1

dt

)q

dx

≤

∫ a0

a

vq(x)

[
∫ a0

x

ρ−p′

]

q

p′

[

∫ a0

x

ρ−p′

(t)

∣

∣

∣

∣

∫ t

a

|g|

∣

∣

∣

∣

p′

dt

]

q
p

dx

≤ A1(|g|)
qp′

p

∫ a0

a

vq(x)

[
∫ a0

x

ρ−p′

]

q

p′

dx

≤ A1(|g|)
qp′

p

(

‖v‖Lq(∆(a0))‖
1
ρ
‖Lp′(∆(a0))

)q

= A1(|g|)
qp′

p .

Аналогично, ‖F ′
2ρ‖

p

Lp(I) = A2(|g|)
p′

и ‖F2v‖
q

Lq(I) ≤ A2(|g|)
qp′

p .

Объединяя все оценки, приходим к (20). �

3.5. Теорема. Пусть I := (a, b) ⊂ R, 1 < p < ∞, 0 < q < ∞, ρ, v ∈

M
+(I), ρ < ∞ L1-п.в. на I, 1

ρ
∈ Lp′

loc
(I), v ∈ Lq

loc
(I), ‖v‖L1(I) > 0, a0 < b0,

g ∈ M(I). Тогда JW 1
p,q(I)

(g) < ∞ ⇔ JW 1
p,q(I)

(g) < ∞. При этом JW 1
p,q(I)

(g) ≈

A1(g) +A2(g) + J ◦

W 1
p,q(I)

(g).

Доказательство. Утверждение JW 1
p,q(I)

(g) < ∞ ⇔ JW 1
p,q(I)

(g) < ∞

содержится в следствии 1.9. Пусть JW 1
p,q(I)

(g) < ∞. Тогда по теореме 3.4

A1(|g|) + A2(|g|) < ∞ и
∫

(a,a0)∪(b0,b)
|g| < ∞. Оценка сверху доказывается

теми же утверждениями, что и в доказательстве теоремы 3.4 с заменой
|g| на g. Для доказательства оценки снизу используем тестовые функции
F1,0, F2,0 ∈ W 1

p,q(I) вида

F1,0(x) := χ(a,a0)(x)

∫ a0

x

ρ−p′

(t)

∣

∣

∣

∣

∫ t

a

g

∣

∣

∣

∣

p′−1

sgn

[
∫ t

a

g

]

dt,
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F2,0(x) := χ(b0,b)(x)

∫ x

b0

ρ−p′

(t)

∣

∣

∣

∣

∣

∫ b

t

g

∣

∣

∣

∣

∣

p′−1

sgn

[

∫ b

t

g

]

dt.

�

3.6. Теорема. Пусть I := (a, b) ⊂ R, 1 < p < ∞, 0 < q < ∞, ρ, v ∈

M
+(I), ρ < ∞ L1-п.в. на I, 1

ρ
∈ Lp′

loc
(I), v ∈ Lq

loc
(I), ‖v‖L1(I) > 0, a0 = b0,

g ∈ M(I). Для конечности JW 1
p,q(I)

(g) необходимо и достаточно, чтобы

g ∈ L1
loc

(I) и A1(|g|)+A2(|g|)+A3(|g|) < ∞. При этом JW 1
p,q(I)

(g) ≈ A1(|g|)+

A2(|g|) +A3(|g|).

Доказательство. В силу следствия 1.10, далее считаем, что g ∈
L1

loc
(I). Кроме того, так как ‖v‖L1(I) > 0 и a0 = b0, то ‖v‖Lq(I) ∈ (0,∞)

и χ(a,b) ∈ W 1
p,q(I).

Оценка сверху. Пусть A1(|g|) + A2(|g|) + A3(|g|) < ∞. Фиксируем про-
извольную f ∈ W 1

p,q(I). Имеем

∫ b

a

f |g| = −

∫ a0

a

f̄ ′(t)

(
∫ t

a

|g|

)

dt+ f̄(a0)

∫ b

a

|g|+

∫ b

b0

f̄ ′(t)

(

∫ b

t

|g|

)

dt.

Заметим, что так как a = µ−(a0), b = µ+(b0) и a0 = b0, то ∆(a0) = I и,
следовательно, ‖ 1

ρ
‖Lp′(I)‖v‖Lq(I) ≤ 1. Применяя (13) для I0 = I, x = a0,

получим
∣

∣

∣

∣

∣

f̄(a0)

∫ b

a

|g|

∣

∣

∣

∣

∣

≤ A3(|g|)|f̄(a0)|‖v‖Lq(I) ≤ A3(|g|)‖f‖W 1
p,q(I)

.

Откуда
∣

∣

∣

∣

∣

∫ b

a

f |g|

∣

∣

∣

∣

∣

≤ [A1(|g|) +A2(|g|) +A3(|g|)]‖f‖W 1
p,q(I)

.

Оценка снизу получается при помощи тестовых функций F1, F2 и F3 :=
χ(a,b). �

3.7. Теорема. Пусть I := (a, b) ⊂ R, 1 < p < ∞, 0 < q < ∞, ρ, v ∈

M
+(I), ρ < ∞ L1-п.в. на I, 1

ρ
∈ Lp′

loc
(I), v ∈ Lq

loc
(I), ‖v‖L1(I) > 0, a0 = b0,

g ∈ M(I). Тогда JW 1
p,q(I)

(g) < ∞ ⇔ JW 1
p,q(I)

(g) < ∞. При этом JW 1
p,q(I)

(g) ≈

A1(g) +A2(g) +A3(g).

Доказательство. Утверждение JW 1
p,q(I)

(g) < ∞ ⇔ JW 1
p,q(I)

(g) < ∞

содержится в следствии 1.9. Так как JW 1
p,q(I)

(g) < ∞, то A1(|g|) +A2(|g|) +

A3(|g|)) < ∞. Оценка сверху доказывается теми же утверждениями, что
и в доказательстве теоремы 3.6 с заменой |g| на g. Для доказательства
оценки снизу используем тестовые функции F1,0, F2,0, F3. �
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3.8. Теорема. Пусть I := (a, b) ⊂ R, 1 ≤ p < ∞, 0 < q ≤ ∞, ρ, v ∈

M
+(I), ρ ∈ Lp

loc
(I), 1

ρ
∈ Lp′

loc
(I), v ∈ Lq

loc
(I), f ∈

◦◦

W 1
p,q(I) и supp f ⊂ (c, d) ⊂⊂

(a, b). Тогда для произвольного ε > 0 существует h ∈ C∞
0 (I) такая, что

supph ⊂ (c, d), ‖f − h‖C(I) < ε и ‖f − h‖W 1
p,q(I)

< ε.

Доказательство. Так как v ∈ Lq
loc

(I), ρ ∈ Lp
loc

(I), то C1
0 (I) ⊂ W 1

p,q(I).

Фиксируем f ∈
◦◦

W 1
p,q(I). Пусть supp f ⊂ (c0, d0) ⊂⊂ (c3, d3) ⊂⊂ (c, d). Фик-

сируем произвольное ε > 0. Пусть

0 < ε0 <
ε

2
min







(

∫ d3

c3

vq

)− 1
q
(

∫ d3

c3

1

ρp′

)− 1

p′

,

(

∫ d3

c3

1

ρp′

)− 1

p′

, 1







.

Выберем d2 ∈ (d0, d3) так, чтобы
(

∫ d3

d2
ρp
)

1
p

< ε0
4 . Пусть выполнено 0 <

ε1 < min{ ε0
12 ,

1
3 (d3 − d2)}. Так как ρ ∈ Lp([c0, d0]), то существует (см. [8,

Theorem 3.14]) h1 ∈ C([c0, d0]) такая, что

(

∫ d0

c0

|f ′ − h1|
pρp

)
1
p

< ε1min







(

∫ d0

c0

1

ρp′

)− 1

p′

, 1







.

Выберем c1 ∈ (c3, c0), d1 ∈ (d0, d2) так, чтобы

|h1(c0)|max

{

[
∫ c0

c1

ρp
]

1
p

, (c0 − c1)

}

< ε1,

|h1(d0)|max







[

∫ d1

d0

ρp

]
1
p

, (d1 − d0)







< ε1.

Продолжим функцию h1 на (a, d1] так, чтобы h1 = 0 на (a, c1], на [c1, c0]
h1 есть функция, чей график представляет собой отрезок, соединяющий
точки (c1, 0) и (c0, h1(c0)), на [d0, d1] h1 есть функция, чей график пред-
ставляет собой отрезок, соединяющий точки (d0, h1(d0)) и (d1, 0).

Имеем
∫ d1

a

h1 =

∫ c0

c1

h1 +

∫ d0

c0

h1 +

∫ d1

d0

h1.

По построению,

∣

∣

∣

∣

∫ c0

c1

h1

∣

∣

∣

∣

≤ |h1(c0)|(c0 − c1) < ε1,

∣

∣

∣

∣

∣

∫ d1

d0

h1

∣

∣

∣

∣

∣

≤ |h1(d0)|(d1 − d0) < ε1,
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∣

∣

∣

∣

∣

∫ d0

c0

h1

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∫ d0

c0

(h1 − f ′)

∣

∣

∣

∣

∣

≤

(

∫ d0

c0

|h1 − f ′|pρp

)
1
p
(

∫ d0

c0

1

ρp′

)
1

p′

< ε1.

Следовательно,
∣

∣

∣

∫ d1

a
h1

∣

∣

∣
< 3ε1. Определим h1 = 0 на (d1, d2]. Если

∫ d1

a
h1 =

0, то положим h1 = 0 на (d2, b). Пусть, теперь, α := sign
(

∫ d1

a
h1

)

6= 0.

Определим h1 = 0 на [d3, b). Так как

0 <

∣

∣

∣

∣

∣

∫ d1

a

h1

∣

∣

∣

∣

∣

< 3ε1 < (d3 − d2),

то существуют γ ∈ (0, 1) и β ∈ (0, 1
2 (d3 − d2)) такие, что γ(d3 − d2 − β) =

|
∫ d1

a
h1|. Продолжим h1 на [d2, d3] так, чтобы ее график представлял собой

ломаную с вершинами в точках (d2, 0), (d2 + β,−αγ), (d3 − β,−αγ), (d3, 0).
В обоих случаях h1 ∈ C0(I) и

∫

I
h1 = 0.

Положим h0(x) :=
∫ x

a
h1. Тогда h0 ∈ C1

0 (I) и h′
0(x) = h1(x), x ∈ I.

Откуда

‖(f ′ − h′
0)ρ‖Lp(I)

=

[

∫ c0

c1

|h1|
pρp +

∫ d0

c0

|f ′ − h1|
pρp +

∫ d1

d0

|h1|
pρp +

∫ d3

d2

|h1|
pρp

]
1
p

<
ε0
2
.

Кроме того,

sup
x∈I

|f(x)− h0(x)| = sup
x∈I

∣

∣

∣

∣

∫ x

a

f ′ −

∫ x

a

h1

∣

∣

∣

∣

≤

∫ d3

c3

|f ′ − h1|

≤

(

∫ d3

c3

|f ′ − h1|
pρp

)
1
p
(

∫ d3

c3

1

ρp′

)
1

p′

<
ε0
2

(

∫ d3

c3

1

ρp′

)
1

p′

<
ε

4
,

‖(f − h0)v‖Lq(I) ≤

(

∫ d3

c3

vq

)
1
q

sup
x∈I

|f(x) − h0(x)|

<
ε0
2

(

∫ d3

c3

vq

)
1
q
(

∫ d3

c3

1

ρp′

)
1

p′

<
ε

4
.

Следовательно, ‖f − h0‖C(I) <
ε
4 и ‖f − h0‖W 1

p,q(I)
< ε

2 .
Обозначим символом gτ среднюю в смысле Соболева функции g ради-

уса τ . Так как supph0 ⊂ [c1, d3], то существует τ∗ > 0 такое, что вложе-
ние supp{(h0)τ} ⊂ (c, d) имеет место для любого τ ∈ (0, τ∗). Кроме того,
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(h0)τ ∈ C∞(I) и (h′
0)τ (x) = ((h0)τ )

′(x), x ∈ I. Так как функции h0 и h′
0

непрерывны и имеют компактные носители, то (см. [4, Theorem C.19 (i)])

‖h0 − (h0)τ‖C(I) → 0, ‖h′
0 − ((h0)τ )

′‖C(I) → 0

при τ → 0 + 0. Выберем τ ′ ∈ (0, τ∗) такую, что

‖h0 − h‖C(I) <
ε

4
min







(

∫ d

c

vq

)− 1
q

, 1







, ‖h′
0 − h′‖C(I) <

ε

4

(

∫ d

c

ρp

)− 1
p

для h := (h0)τ ′ . Таким образом, ‖f − h‖C(I) < ε и ‖f − h‖W 1
p,q(I)

< ε. �

3.9. Следствие. Пусть I := (a, b) ⊂ R, 1 ≤ p < ∞, 0 < q ≤ ∞, ρ, v ∈

M
+(I), ρ ∈ Lp

loc
(I), 1

ρ
∈ Lp′

loc
(I), v ∈ Lq

loc
(I), g ∈ M(I). Тогда

◦◦

W 1
p,q(I) =

C∞
0 (I) и J◦◦

W 1
p,q(I)

(g) = JC∞

0
(I)(g).

Доказательство. Имеем C∞
0 (I) ⊂

◦◦

W 1
p,q(I), что по теореме 3.8 влечет

◦◦

W 1
p,q(I) ⊂ C∞

0 (I). Следовательно,
◦◦

W 1
p,q(I) = C∞

0 (I).
Ясно, что J◦◦

W 1
p,q(I)

(g) ≥ JC∞

0
(I)(g). Пусть JC∞

0
(I)(g) < ∞. Тогда g ∈

L1
loc

(I). Фиксируем произвольную функцию f ∈
◦◦

W 1
p,q(I). Пусть (c, d) ⊂⊂ I

выбран так, чтобы supp f ⊂ (c, d). По теореме 3.8 существует последова-
тельность {hn} ⊂ C∞

0 (I) такая, что supphn ⊂ (c, d), ‖f − hn‖C(I) → 0 и
‖f − hn‖W 1

p,q(I)
→ 0 при n → ∞. Так как g ∈ L1([c, d]), то

∣

∣

∫

I
fg
∣

∣

‖f‖W 1
p,q(I)

= lim
n→∞

∣

∣

∫

I
hng

∣

∣

‖hn‖W 1
p,q(I)

≤ sup
h∈C∞

0
(I)

∣

∣

∫

I
hg
∣

∣

‖h‖W 1
p,q(I)

= JC∞

0
(I)(g).

�

3.10. Следствие. Пусть I := (a, b) ⊂ R, 1 < p < ∞, 0 < q < ∞, ρ, v ∈

M
+(I), ρ ∈ Lp

loc
(I), 1

ρ
∈ Lp′

loc
(I), v ∈ Lq

loc
(I), ‖v‖L1(I) > 0. Пространство

C∞
0 (I) плотно в W 1

p,q(I) тогда и только тогда, когда ha = hb = ∞.

Доказательство. Утверждение следует из следствий 3.2 и 3.9. �
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